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Dans beaucoup des cas, en fait, lo Nature tro-
vaille contre les besoins de I'Homme, parce que
elle suit toujours son cours. Alors, lorsqu’il
devient nécessaire de faire gquelgue chose Gui
dépasse la Natuve, les difficultés peuvent étre
surmontées par le biois de lart. Mécanique
est le nem de Uart qui nous aide contre ces
difficultés; comme le poéte Antiphone le-dit,
« L'Art donne la Victoire qui Nature interdit ».

[Aristote, Ars Mecanica]
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Introduction

Ce mémoire est écrit pour Fobtention de PHahilitation & Diriger des Recherches.
Le prochain chapitre contient mon curriculum : études, activités de recherche et
d’enseignement, production scientifique.

Dans les chapitres qui suivent je présente mon activité de recherche aprés 1'ob-
tention du titre de docteur de 1'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées. Cette
activité s’est déroulde, toujours en collaboration avec les chercheurs de I'EN PC,
d’abord & V'Université de Geénes et ensuite 3 P'Institut pour I'Elaboration de
I'Information du Conseil National des Recherches Ttalien & Pise.

Mon action de recherche se place dans le cadre de la mécanique des milieux
continus, concernant en particulier les structures ot les matériaux solides. Ses
axes principaux sont orientés vers les techniques de passage micro-macro dans
la mécanique des matériaux, vers I’histoire de ce sujet et vers son application au
contréle des systéines continus et des matériaux dits intelligents.

Dans le Chapitre 1 je présente les lignes principales de recherche que j'ai suivis
dans le cadre des passages micro-macro en mécanique. Ce travail, commencé
pendant ma thése de doctorat avec I'étude des déformations plastiques de 'alu-
minium, a ¢ continué suivant la méme ligne d’approche au probléme de la
blasticité des polycristanx en régime de transformation finie sans négliger les
effets d’écronissage dus & 1'évolution de la texture. Bien que particulitrerent
congues pour I'étude des déformations plastiques indépendantes du temps, la
démarche présentée a de nombreuse application et prolongements notamment
dans le cas d'interactions microscopiques faiblement non-locales entre parties
d’un méme corps.

Dans le Chapitre 2 je résume les efforts que j’ai conduits dans ie domaine des
matériaux contrélables et des systémes intelligents et antomatiques. Ces re-
cherches s’adressent & des problémes de grande actualité et, vraisemblablement,
d'importance fondamentale pour I'avenir. L'emploi de matériaux dont le com-
portement peut &tre contrélé sera de plus en plus intéressant non seulement
dans les applications de haute technologie {voir par exemple le projet européen
sur le contrdle de forme des ailes d’avions de nouvelle génération), mais aussi
dans des situations plus ordinaires. C'est la possibilité de faire appel 4 des pro-
priétés intégrées de fagon robuste dans ces matériaux (comme par exemple pour
la réalisation de joints articulés en une seule pice mécanique) qui explique leur
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importance industrielle. Mes études en particulier sont dirigées vers I’obtention
d'une méthode générale pour I'optimisation des processus mécaniques suivis par
de tels matériaux et vers exploitation des propriétés physiques des matériaux
électro-rhéologiques. Notamunent, ¢’est en employant des tels matériaux que j’ai
congus et réalisé un systéme d’amortissement actif de vibrations mécaniques,
dont le brevet, actuellement en cours d’extension au Pays de la Communauté
Européenne, a été déposé en Italie en juin 1999 par le CNR.

Encore dans la ligne de recherche sur les systémes contrdlés s’inscrit mon travail
sur le monitorage et le controle des batiments historiques. 11 s’agit d'un trans-
fert de technologie vers I'industrie de la conservation de 'héritage culturel dont
Pimportance en Burope est destinée 4 augmenter dans les prochaines années.
L’intervention directe sur un monument historique étant toujours une opération
critique — tant pour le peu d’informations disponibles sur son passé que pour la
nature invasive de toute action de réparation ou reconstruction — la mise en place
de systémes de mesure et contréle antomatique devient d’autant plus importante
que le niveau de sécurité et confort demandé pour les batiments croit. La mise
en place d'un tel systéme demande la résolution de problémes de mécanique,
métrologie, informatique, calcul numérique; intersection des compétences de
Vingénieur avec celles de I'historien de I'art, de architecte, du géologue et du
biologiste est fondamentale pour une approche correcte au probléme.

Dans le Chapitre 3 je présente une synthése des travaux que j'ai rédigés au cours
de mon travail post-doc & I'Université de Génes. L'étude de I’histoire est non
seulement formatrice, car elle nous permet 'approfondissement par la lecture
des classiques, mais aussi riche de suggestions pour la recherche actuelle. Clest
notamment le cas de la longue querelle sur les relations de Cauchy, dont la
solution fournit un instrurnent utile pour les besoins modernes de modélisation
continue des systémes discrets. Le probléme de 'écriture de lois de comporterment
locales ou non locales a aussi son origine historigue, notamment dans les travaux
de Jacob Bernoulli et de Newton sur le mouvement du tourbillon. Les questions
proposées et les choix de modélisation des anteurs du XIX® siécle demeurent
d'actualité.
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Chapitre 1

Contributions a 1’étude des
matériaux a microstructure
polycristalline

1.1 Introduction

Au cours de ma thése pour 'obtention du titre de Docteur de 1'Ecole Nationale
des Ponts et Chaussées (¢f. [1] *) j’ai étudié les grandes déformations plastiques
des métaux, et en particulier le probléme de I'apparition des bandes de cisaille-
ment lors do laminage A froid des alliages Al-Mg. L'ohjectif de la thése était la
proposition d’un modéle mécanique de polycristal approprié pour le probléme
cité. La démarche suivie pour obtenir ce modéle fut de nature déductive, s’ap-
puyant sur la connaissance de phénomenes physiques observables &4 une échelle
géométrique inférieure A celle caractéristique du modéle : une approche par pas-
sage micro-macro.

Le passage micro-macro pour les matériaux & comportement hétérogéne non
linéaire et anisotrope, tels que les polycristaux, pose des questions délicates.
Lorsque le comportement est linéaire il est possible de considérer les déplacernents
solutions du probléme macroscopique et homogéne comme des moyennes d'en-
semble des déplacements microscopiques et les champs différence entre micro et
macto comme des « perturbations » par rapport & la moyenne. Ces perturbations,
par conséquence de la lindarité du probléme seront, elles-aussi, solution d'un
probléme de minimisation. Si le comportement est non linéaire cette derniére
propriété ne peut pas étre invoquée.

L’anisotropie infroduit le besoin d’un repére matériel pour la description du
comportement. La définition d’un élément de matidre homogene équivalent —

1Les références bibliographiques en italique sont relatives aux publications figurantes dans
la liste donnée de la page xiii & la page xvii.
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el un sens & préciser — & une population d’objets munis d’un repére peut s’ap-
puyer sur le concept de plongement d'une variété différentielle (celle des objets)
dans un espace linéaire. Lorsque le sens & donner & I’équivalence micro-macro
est énergétique (ce qui est parfaitement légitime et physiquement significatif en
hyperélasticité), le plongement se fait dans 'espace lindaire des tenseurs de rai-
deur et sa signification physique ne pose aucune ambiguité : il existe une relation
bijéctive entre objets dans la population étudiée et tenseurs de raideur dans un
espace linéaire de dimension (au plus) 2. Mais il n’en est pas ainsi si le com-
portement est dissipatif, d’autant plus que la plasticité introduit des relations
non-holondmes : on deit alors raisonner en regardant les objets cités comme des
solides linéaires de comparaison et admettre que élément homogtne équivalent
dépend de la direction du processus.

Considérons la physique de la déformation plastique dans les métaux & des
températures inférieures au tiers de la température de fusion. Plagons-nous &
une échelle suffisamment grande par rapport 3 celle caractéristique des dis-
locations, mais petite par rapport aux dimensions géométriques typiques, par
exemple, des processus de mise en forme (?). Dans ces conditions le métal peut
étre décrit comment un polycristal : un agrégat cohérent de grains monocris-
tallins, a 'intérieur desquels on considére toujours possible I'identification d’un
résean cristallin. L'interface entre deux grains est de mesure volumique souvent
négligeable par rapport aux dimensions des grains, par conséquent on la décrit
géométriquement avec une bonne approximation comme une surface.

Dans une configuration déformée du polycristal le résecau cristallin peut &tre
déformé {de fagon continue bien que éventuellement non uniforme} 4 Vintérieur
des grains, Vinterface entre grains pouvant étre vue cominent une discontinuité
d’ordre zéro du champ décrivant 'orientation cristallographique dans I’agrégat.
(Des observations d’échantillons d’acier soumis & une déformation 4 l'intérienr
d'un MEB, aprés que leur surface avait é66 imprimée avec un grillage carré
suffisamnment serré par rapport & la taille moyenne des grains, supportent ces
affirmations qui ne visent qu’a fixer un schéma simplifié de la physique du poly-
cristal ; ¢f. [57] 3).

Sil'on considére un élément de matidre du polycristal, sufisamment grand pour
contenir un ensemble statistiquement représentatif de grains, mais assez petit
par rapport 4 la plus petite longueur d'onde estimée significative des champs
contrélés an bord (ce qui rendralt Mgitime, par exemnple, une hypothése de vi-
tesse de déformation homogéne ou de contrainte homogdne dans élément pour
en déduire un comportement homogéne approché), on peut imaginer (et, de
fait, vérifier expérimentalement) que les contraintes et les taux de déformation
A Pintérieur des grains dans Pélément dépendent premidrement de orientation
cristalline locale. On s'attend que, & ’intérieur d’un élément de matitre de telle
taille, deux monocristanx dont les réseaux cristallins alent la méme orienta-
tion se trouvent (& peu pres) dans le méme état de contrainte, quelle que soit

2Dars tout ce document on regarde comme grande la plus petite échelle géométrique typique
des structures du génie civil et industriel - épaisseur des parois des poutres, épaisseur des toles,
par exemple — et comme petite 'échelle des grains métalliques; on se place donc dans la plage
entre 1 mm et 1um environs

9Les références imprimés avec caractéres ordinaires sont relatives 3 la Bibliographie donnée
4 la fin du texte.
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leur position dans I'élément. Par ailleurs on s’attend que deux monocristaix,
éventuellement voisins — voir contigus, mais ayant leurs réseaux cristallins diver-
sement orientés se trouvent dans des états de contrainte différents.

Est-ce suffisant pour voir l'orientation du réseau cristallin comme une variable
cinématique jouant le méme réle que la position des éléments matériels dans
I'espace euclidien? C’est en tout cas I'hypothése de départ de la modélisation
proposée en [1, 3, 4]; sa pertinence est lide & une vision dtment simplifiée de
la physique du polycristal, sa validité est 3 tester par les résultats qui peuvent
étre ainsi obtenus, son opportunité peut &tre justifiée moyennant un ensemble
de relations, non ambigués, entre les grandeurs que ’on introduit dans le modéle
et des grandeurs physiques connues. Ces relations ont été établies moyennant un
modele de polycristal a la Cosserat (cf. [8, 29)) et par un passage micro-macro
approprié (cf. [1, 3, 5, 6], cf [9%]).

Ainsi 1'étude des déformations plastiques finies des polycristaux conduit & des
réflexions qui sortent du cadre donné par ce cas particulier, donnant un exemple
concret pour une modélisation non classique en mécanique des milieux continus.
Du point de vue physique on peut noter que, an moins & petite échelle, on est
amené & considérer qu'il existe des interactions entre monocristaux non voisins :
la population de monocristaux se trouvant 4 Vintérieur du petit élément de
matitre interagit en raison des désorientations des axes cristallographiques plus
que des distances dans l'espace euclidien. On peut classer un tel comportement
comine « fatblement non local » (ef. [17)). Pour traiter ce genre de situations
on & recours 4 une théorie « multi-variables » : la physique est décrite dans un
univers d'observations ayant plus de dimensions que 'espace-temps habituel ;
des interactions plus complexes résultant par dualité.

Notons qu’une théorie multi-variables est différente des théories « malti-champs »
(comme par exemple les milicux des Cosgerat) : dans ces derniéres on munit les
éléments matériels de plus de degrés de liberté cinématique par rapport au cas
classique des milieux de Cauchy, mais I'hypothése fondamentale par laguelle on
identifie ces éléments par leurs positions dans espace euclidien perdure.

Au cours des années j’ai poursuivie I'étude des polycristaux, en les organisant
autour de trois questions principales :
— la nature du passage micro-macro,
— le modéle microscopique de polycristal 4 adopter cormme point de départ du-
dit passage, et en particulier :
— les équations de bilan et constitutives,
- les conditions d’équilibre et de mouvement des interfaces entre grains dans
le modéle microscopique.
Les résultats ont été présentés dans les publications figurantes dans la liste
donnée & la p. xiii et suiv. : [J (le modéle de polycristal objet de la thése},
(4] (un exemple en deux dimensions), [19] (les hypothdse cinématiques fonda-
mentales du modele), (5, 6, 12, 39 (le passage micro-macro), [25] (un choix
particulier de lois de comporternent), [8, 10, 29] (le modéle microscopique 4 la
Cosserat), [7, 26, 16, 17, 22, 31] (I'étude des surfaces des grains).

Le modele proposé dans [1, 3 pour P'étude des déformation plastiques finies
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de polycristaux sera présenté dans les paragraphes suivants. En particulier dans
§1.2 on introduit un modéle multi-champs de polycristal. Dans §1.3, on considére
une transformation intégrale qui permet. une approche systématique du probléme
du passage & des modales multi-variables et, dans §1.4, on présente le modele
ainsi obtenu pour les polycristaux, avec des exemples permettant des calculs
explicites.

Un plongement de SO(3) {la variété différentielle dans laquelle on représente les
monocristaux) dans un espace lindaire, prémisse nécessaire pour I'homogénéisa-
tion des polycristaux en théorie multi-champs, est présentée au §1.5.

1.1.1 Remarque préliminaire

Dans 'ensemble de ce chapitre on considére des descriptions mécaniques des
polycristaux prenant en compte la rotation des directions cristallographiques.
On doit alors se servir d’une représentation convenable des rotations.

On note . C SO(3) la variété des microstructures, qui sera un sous-groupe —
éventuellement propre - des rotations de I'espace euclidien. 7,{.#) est 'espace
tangent au point v € 47, 7. {.#) Pespace cotangent au méme point.

On représentera. .# par une carte R dans Orth™t, le groupe des tenseurs or-
thogonatux propres; on notera R(r) I'image de v dans Orth*. Pour abréger les
notations on écriva IN 1= R(r) et M := R(j1).

Grice A la propriété transitive des rotations Pespace tangent 7, (.) pourra
¢tre représenté moyennant I'espace tangent a la rotation identique 7y(Orth™) =
TH(Orth™) = Skw par Trp)(Ortht) = RySkw = {Y|YNT e Skw} =
LynSkw = {Y |NTY € Skw}.

1.2 Modeéle de polycristal & la Cosserat

Le premier pas dans un passage micro-macro est une modélisation microscopique
du phénomene. Dans le cas présent notre point de départ est un modale de
polycristal snivant la théorie des Cosserat [22], qui a été présenté dans [8, 29
).

On considére un corps matériel dont les éléments sont munis d'une structure
géométrique microscopique, par exemple les directions cristallographiques. Ces
éléments matériels peuvent étre étudiés comme des systémes lagrangiens ayant
les trois degrés de liberté des points de I'espace euclidien plus les degrés de
liberté de leur microstructure. Si le réseaux cristallographique en tout point
d’un polycristal n'est pas modifié par le processus de déformation (ce qui est une
hypothese fort simple, mais courante en plasticité par glissement multiple), ses

4Le sujet présenté dans ce paragraphe fait 'objet des publications figurantes dans la liste
donnée & la p. xiii et suiv. avec les numéros [7, 8, 26, 10, 16, 17, 22, 29, 21].
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évolutions peuvent étre représentées par une rotation par rapport & un réseaux
de référence. L'étude mécanique des polycristaux peut donc faire appel & la
théorie des milieux de Cosserat.

1.2.1 Position du probléme — physique du polycristal

Le polycristal est un modele souvent utilisé pour I’étude des déformations plas-
tiques des métaux. Ce modéle est dans la plus part des cas construit faisant
appel & le théorie de Cauchy des milieux continus avec des variables internes
qui teprésentent la structure cristalline (¢f. par exemple [89, 47, 63]); moins
fréquent est le recours & la théorie des milieux continus avec microstructure (cf.
[39, 16]) ou, plus précisément, & la théorie des fréres Cosserat.

Dans ce cas on considére les éléments matériels d'un milieux continus placés
dans Vespace euclidien et munis de la microstructure d'un cristal. En plus des
trois coordonnées de position usuelles on a besoin d’un nombre minimal de co-
ordonnées lagrangiennes pour décrire cette microstructure. Par conséquent un
champ inconnu de vitesse de microstructure entre en jeu et enrichit la description
faite par la simple donnée du champ de vitesse de translation macroscopique.

Nous adoptons le point de vue de la plasticité par glissement multiple (par
exemple cf. [62, 46]) pour la définition d’un modéle de polycristal basé sur la
théorie des Cosserat. Dans le paragraphe suivant on montrera les équations du
modele.

Selon lIa théorie du glissement multiple, 'écoulement plastique suit, dans les
cristaux, des directions cristallographiques privilégiées. Bien que la déformation
plastigue en général modifie les défauts d’empilement du résean cristallin, on
imagine habituellement que ces défauts ne sont pas visibles & 1'échelle caractér-
istique des processus macroscopiques, de sorte que les plans et les directions de

glissernent peuvent étre vus comme non influencés par 1'écoulement plastique.

Done, en prenant un réseaux cristallin parfait de référence, tout éiément matériel
du polycristal sera supposé avoir & tout instant et A une rotation prés le méme en-
semble de systémes de glissement, au moins 4 la suite d'un processus de décharge
réversible addquat (un processus idéal qui raméne localement le réseaux cristallin
& son état naturel et qu'il convient de considérer d’élongation pure pour éliminer
le caractére arbitraire de la rotation pendant la décharge). Plus précisément, sui-
vant approche classique de Mandel, on fera appel & la notion de tricdre directeur
et de taux de rotation plastique (cf. [63, 64]).

Dans un cristal parfait, si on adopte le point de vue idéal de la plasticité par glis-
sement multiple, il existe un repére privilégié pour la description du comporte-
ment : le triedre directeur de Mandel. Dans le repére directeur le réseau cristallin
est décrit par une liste donnée de parameétres qui, par I’hypothése du glissement
multiple, ne changent pas au cours de tout processus de déformation plastique.
Les symétries cristallographiques peuvent engendrer l'existence de classes de
repéres équivalents pour la description du résean, mais il faut prendre garde &
Lévolution des propriétés mécaniques du résean cristallin qui, souvent, détruit
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ces symétries. (L’écrouissage des systémes de glissernent ne suit pas, en général,
les symétries du réseau).

Pour la description constitutive d'un polyeristal il est utile de se référer A
un tel repére {en chaque point du corps). Par conséquent 'introduction d’une
décomposition adéquate du gradient de la transformation sera nécessaire : les
propriétés matérielles dans tout emplacement réel du polycristal dérivent d'une
structure cristallographique qui a subit des rotations et des élongations réversibles
par rapport & son état initial de référence ; de leur coté les éléments matériels
qui contiennent cette structure ont subit aussi une déformation plastique qui ne
serait pas lisible sur le résean cristallin.

Pour éviter toute ambiguité qui pourrait ére introduite par la présence de
tenseurs d’ordre trols, dans la suite de ce chapitre on utilisera souvent une
double notation, intrinséque et tensorielle. Dans cette derniére notation les ca-
ractéres grecques représenteront des variables définies dans une microstructure
de référence, les majuscules latines dans une configuration initiale du corps et
les minuscules latines dans la configuration actueile.

1.2.2 F:}quations de bilan pour un milieu des Cosserat

On introduit les notations suivantes en configuration actuelle : p € R™ masse
volumique, T € Lin tenseur de contrainte de Cauchy, Z € T3{Ortht) couple
équilibré interne, s € Lin(?", T{Orth™) tenseur de micro-contrainte (%), b
77" force externe agissant sur I'unité de masse, t ¢ 7™ force externe agissant sur
l'unité de surface, C € T (Orth™) couple externe agissant sur I'unité de surface,
x € R* la co-énergie cinétigue (définie comme dans [16]), v € R énergie libre
massique, 7 € R' puissance dissipée dans 'unité de volumme.

Les équations de bilan de la quantité de mouvement en tout point régulier d'un
milieu des Cosserat sont

divT + pb = p11 ‘
divs-&-Z:p((%) —a—?\}) dans %,

K]
v : Oy
(Siajj + Zia = (3—1\3—) - (,—A\;))

Tn=f
{ n=C (5;m; = Cia) sur 0.4,
Pobjectivité de la puissance des efforts intérieurs implique (Pexposant minuscule
t dénote, selon sa position, le transposé gauche ou droit d’un tenseur d’ordre
trois)
skw[T — ZNT + *{( gradN)7]s] = 0
{1.1)
(Lij — ZiaNja + Nia w8jak = Tji — ZiaNia -+ Njo kSiak )

57" est Vespace des translations de I'espace euclidien.
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Toujours en tout point régulier P'indgalité de Clausius-Duhem dans tout proces-
sug isotherme s’écrit

—pp+T- gradu—Z-N+s-gra.dN:1720

(—pth + Ty 5 — ZiaNig + 810k Nig 1, = 1 > 0).

La surface d'un grain est par hypothése une surface matérielle homéotherme
supportant une discontinuité de la variable qui décrit le réseaux cristallin N, et
éventuellement un discontinuité de la transformation ®. Soit T' une telle surface,
ayant la représentation paramétrique z = p(7a,t), @ € {1, 2}; et soit I', (image
de référence de T') le lieu z. = @ 1(p(va,t},t) pour ¢ fixé. Soit g(z,t) = 0 la
représentation intrinséque de I'; et g = go @ = 0 celle de [,

Pour (va,t) supportant des singularités de @, I, peut ne pas exister. Dans de
pareils cas on considére toujours possible la définition des inverses ()" et
(@)~ ! et donc des images Ty and I'} de T dans la configuration de référence,
traces respectivement de gt :=go @t and g7 ;== go ®~.

: e _grad 5 .— _Gradg. s b
Soit np = rgmﬁ[ la normale & T, np, = [Grady] SON image de référence,
F := Grad® le gradient de Ia transformation {éventuellement discontinu sur I')

FFos
nr, = (E:F‘—Tl’rwl) nr.

Par hypothése soit ', telle que [p.] = 0.
Tout point de T' peut étre animé de deux vitesses v et v~ différentes; Soit

wy = [v] — ([v] - np)ap le taux de glissement localisé sur la surface en confi-

e on

guration actuelle, i le taux de masse échangé par I'unité de surface dans cette
conflguwration et B := FFT le tenseur de Cauchy-Green :

B
[u] = w: + ﬂmﬂnm 1

Les éguations de bilan en tout point régulier de la surface de discontinuité sont
(cf. 122, 26)
[ul =0, [Flnr=[u]u,
[snpNT] = N,H%NT}] (IsiannraNial = Nﬂ%Njﬁﬁ)a

7. = wi (Tinp+ [NTN] - (NTsnp)

. a
+ (r Bl (T — 4] — [+ (NTN) - INT28] ) 1> 0
respectivement pour la masse, la quantité de mouvement de transtation, la quan-
tité de mouvement de rotation et pour l'entropie (dans la forme de 'inégalité de
Clausius-Duhem en condition isotherme et homéotherme}.
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Si x est une fonction quadratigue du tanx de rotation du réseau, alors & = y et

s = Wy - (T)nr' + [{NTN]] . (NTSHF) + (nr . II,Ol'ir‘—]‘an_;]HT>nF — H'q')ﬂ) M.

1.2.3 Equations de comportement du polycristal
Décomposition multiplicative du gradient de la transformation

Notre point de départ pour l'écriture des relations de comportement est la
décomposition multiplicative & la Lee du gradient de la transformation. L'indé-
termination liée & la rotation de la configuration relachée peut &re éliminée
grice 4 Yidentification de cette rotation avec celle du réseau (%).

Dans le schéma idéal de la plasticité par glissement multiple les plans et les
directions de glissement ne sont transformés lors d’un processus de déformation
plastique que par une rotation de l'ensernble des systémes de glissement. Ces
objets géométriques sont — idéalement — reliés 3 la structure périodique du cristal.
On fait Phypothése (en Pabsence de changements de phase des cristaux) que
Vensemble des directions cristallographiques dans une configuration déformée
est obtenu de celui donné dans une configuration de référence du monocristal,
choisie — par exemple — dans son état naturel, moyennant une transformation
affine.

Soit G le champ tensoriel donnant la transformation affine du résean dans la
configuration de référence du corps (qui peut différer, en général, de la counfi-
guration de référence du monocristal); soit G le champ de méme nature dans
Ia configuration actuelle. Notons que G # F : au cours de la déformation d’un
élément de matidre cristalline idéale constituant le polyeristal le mouvement des
sites du réseau est décrit par G celui des atomes par F. F doit satisfaire la
compatibilité GradF = GradF*, G non.

3l 1’y a jamais eut d'écoulement plastique F = GG, sinon le résultat de cet
écoulement est décrit par le transporteur plastique

P:.= G IFG,.

Finalement, en décomposant G dans une rotation N et une élongation E du
réseall,
G=NE : Ec Sym, NeOrth™,

(et aussi G, = NE,) :

_ F=NEPE;!N;? =
gradu = FF~! = NNT + NEE ‘N7 ; NEPP-!E-IN"

®Dans ce paragraphe on présente (8, 2] {voir p. xiii et suiv.).
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F1a. 1.1 — Schéma de la décomposition multiplicative adoptée du gradient de la
transformation.

Courbure du résean

Dans la théorie continue des dislocation et dans la théorie continue des défauts
on introduit des mesures objectives de I'incompatibilité d'un champ de micro-
morphismes tel que G dans ndtre modele (¢f. [54, 79, 15]).

On définit la courbure lagrangienne du résean cristallin (k € Zin(?", Skw)) :
k:=NT GradN (kagx := NaoNrg,x ),
et on considére une décomposition additive ;
k= kT + K7,

basée sur Phypothése k7| < K.

Hypothéses constitutives

On considére o
= ’w(E,[kE), = U(P&lkp);
avee i fonction positivement homogeéne de degré un.

I'inégalité de Clausius-Duhem implique et est impliquée par la condition d’ob-
jectivité (1.1), par les lois de 1'élasticité :

sym(NTTNET) = p—g]t; , (1.2)
_ M - Y
T T _ N o S .
NTeF ™ = por (NhasnpeFr, = p akam{) (1.3)

(note que N7sn € Skw ¥n), et par la condition de dissipation

ETNTTNE T . PP~ + p% P = (P kY, (1.4)
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qui doit &tre vérifie dans tout processus — c'est & dire quelque soit P, k7.

On adopte I'hypethése classique de la plasticité par glissement multiple

PP !.= Z VeIl @ 07y, (1.5)
K

et Fhypothése de décomposition de la dissipation

no= U(P(Vla---»VR)=®)+77(01".<P)

(1.6}
= Dut(ve) +0(0,K").
On défini la scission résolue sur le systéme de glissement s :
Ti = (NEmE‘H)) . T(NE‘Tn’(“K)), (1.7)
et la contrainte de courbure :
m:= NTsF-T, (1.8)
Les équations (1.4), (1.1), (1.2), (1.3), (1.6}, (1.7) et (1.8) impliquent
ZTRVK+“"'U.<P = Z’?L(yﬁ) +77(0v|}.<P) V{I/E}, k. (1'9)
I I
Lois d’écoulement
On adopte la loi de Schmid pour la dissipation due au glissetnent
e Vi) = Teu| Vi (1.10)

et une loi associée & un critére convexe pour la dissipation due A Ia courbure du
réseanl.

Soit & C Lin{Skw, 7"} la région des chargements potentiellement supportables,
J€ sa surface et nae(m) la normale sortante de m ¢ €. Soit (k") le point
d’appui de la direction d’écoulement k”, m(k") € 8% : k¥ || nae (@) (dont
I'unicité découle de la convexité stricte de &). La dissipation associde & k¥ est
par hypothése

n{0, k) 1= m{i?) - kT (1.11)

Les hypothéses (1.10) et (1.11) avec (1.9) impliquent les critires et les lois
d’éconlement

<0 8 1= T
VeTe — [UklTe =0, 2e< =0 si |7 <71
>0 8 1 =T
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et
(m—m") k=0 Vi", ¢ = siomeg
= )\Enagﬂ(lm) si medF
(A e R

Par exemple on peut prendre

. P
|r'n(E|<P) = Qe 5 — (1.12)
A /[kP . |!<P
a, € RY une constante matérielle :
— . =0 si J/mom<a
Jmm— PP = P = ©
( m-m ac) k- k 0, k { xi—ilm sl /mem=

et (0, kP) = v/ (kP - kP){m- m) = A ce.

1.2.4 Surfaces de singularité

Les surfaces de singularité de la solution du probléme posé peuvent représenter
un ou plugieurs des phénomeénes physiques suivants :

— rotations différentielles (localisation de la courbure) du réseau cristallin,

~ fracture par glissement cohérent,

— croissance d'un grain.

Localisation de la courbure

Dans le premier cas les équations d’équilibre de la microcontrainte {en statique)
et la dissipation sur le front sont :

HNTSHF]] = 0,
= QINTN]] - (NTsnr) .

En prenant un domaine convexe des chargements potentiellement supportabies
Fr C Shw :
ne = mp{[NTN]), wp(A):= sup {C- A},
Ce?r

et en appelant V : Skw —» 0% :
ar(A)=V(A) A,

On obtient le critére pour I'évolution plastique de la rotation relative au travers
de la surface :

(NTsnr - V([[NTN]])) JNTN] =0 VNTN], (1.13)
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et la loi d’écoulement associde

[[NTN]] =0 S% NTsnr egr (1.14)
= M Wyg (NTsnp) si N7snr € 8¢,

olt Ay e R, et Woae . (NTsar) ¢ Skw est la normale sortante de &1 au point
NTsnr.

On peut prendre
V{A) =m(A ®nr,)nr, ;

par exemple dans le cas (1.12) :

ar{A) = /(A -A)s-s), V{Al= ac\/TA-—K’

et le critére (1.13) avec la loi d’écoulement (1.14) deviennent

- . =0 8i /3-5<
TN — T c
(VS g — ﬂfc)IIN N]] = 0, HN N]] { — %‘:‘NTSHI‘ « \/ﬁ = ap,

Localisation du glissement

Dans le cas du glissement localisé la dissipation est (7)
nr=w; Tnr.

En prenant

Me(wi) = p(we), pls) = sp{f s} Vs € S,

e

le critére de localisation du glissement et la loi d'écoulement associée sont

(an‘ = t(Wf)) s Wi == 0 VWr_ y

wi i =0 si Tup — (ur- Top)nr €7

= X3wpy si Tnr-— (np . an)nr iy

ot A3 € RT of way est la normale 3 8% au point Tnp — (np - Tap)nr.

Croissance des grains

On se place dans le cas NN7 = 0 dans tout le corps et wy = 0 sur la discontinuité.
La dissipation est alors {%) :

IRY
nr=oy ; o= HE%E_(Z[)_{_("ﬂz%) 1

7 Ce paragraphe resume [31] (voir p. xiii et suiv.).
8Dans ce paragraphe on présente [16, 17] (voir p. xiii et suiv.),
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On considére un critére 4 la Griffith pour 1’évolution du froat :
oelp| ~op=0 Yu,
et la lois d’écoutement, {v vitesse du front dans la configuration actuelle} :

—u -nr=u"-uar si |O'|<CFC
v-np! >max{u’-npru”-or} 8 o= 0o
<min{ut-nr,u”-nr} si =0

Dans [17] on calcule dans un cas bidimensionnel o, en fonction de Torientation
du résean cristallin de part et d'autre de la frontiére entre deux grains, dans
Thypothése que celle-ci se déplace en régime permanent et gue la dissipation en-
gendrée par ce mouvement dérive des contributions de glissement multiple sui-
vant la Toi de Schmid. Le résultat supporte la validité de 'expression approchée
(8eR")

oo 0 BINFNTYT

1.2.5 Conclusions sur le modéle a la Cosserat

Le modéle présenté permet I’étude d’un polycristal & une échelle suffisamment
grande pour que la plasticité puisse étre décrite par la théorie du glissement
multiple, mais assez petite afin que les surfaces des grains solent représentés
comme des surfaces de discontinuité de la solution.

Un tel modele est heaucoup trop riche pour qu'il puisse étre convenablement
utilisé dans un calenl de structures, et la question se pose d'une réduction de sa,
complexité. T sera donc pris comme modéle microscopique de départ pour un
passage micro-macro qui fait 'objet des paragraphes suivantes.

1.3 Globalisation

1.3.1 Imtroduction

Dans §1.2 le polycristal a été vu comme un agrégat de grains séparés par des
surfaces de singularité de la microstructure. On se demande maintenant quelle
partie de I'information contenue dans une tel schéma physique peut étre négligée
en vue d'une réduction de la taille du probldme lorsque un grand nombre de
grains doit étre pris en compte. On envisage I'écriture d'un modéle de milieu
continu dont les élément matériels représentent une population statistiquement
significative de grains du polycristal du §1.2 (%).

Une question de méme nature se pose pour les milieux composés de constituants
homogénes (milieux poreux ou granulaires, saturés ou non, par exemple). La

SLes sujets traités dans cette section du chapitre sont présentés dans les publications figu-
rantes dans le liste donnée & la p. xii} et suiv. avec les numéros [1, 3, 5, 6, 25].
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technique des moyennes glissantes permet la transformation d’un probléme posé
pour un tel corps en imaginant une suite au cours du processus de partitions
finies de son volume dans un probléme de milien multiphasique {¢f. [40}). L’in-
formation perdue dans le passage est relative & la configuration géométrique de
la partition.

Le cas des polycristaux différe de celui des milieux composés d’un nombre fini

de constituants homogénes essentiellement car

— Pidentité des grains est lide & I'orlentation des directions cristallographiques
et dépend du processus,

- la modélisation & 'échelle des grains se fait par la théorie des milieux & mi-
crostructure (et non par celle de Cauchy).

Cela suggére la modification de I'approche par moyennes glissantes que nous

avons appelée « globalisation ».

1.3.2 Définition

L’hypothése physique fondamentale adoptée est que, A Uintérieur d’un petit
élément de matitre polycristalline, Pinteraction detx & deux entre monocristaix
dépend de la désorientation des leurs réseanx cristallins, la distance zéodésique
entre les orientations des deux réseaux étant une mesure objective de cette
désorientation.

A partir de cette idée on constrnit un outil qui permet de comparer deux mi-
crostructures en fonction de leur distance géodésique: si I'une est fixde 4 un
valeur test on obtiendra une observation de 'autre relative & 'orientation de Ia
microstructure test.

Soit v une mesure C™(R* — R"), m > 1 & support compact dont le choix
est convenable; soit 4 la distance géodésique entre microstructures (# C
S0{3) sous-groupe propre en présence de symétries du comportement du réseau
cristallin qui ne sont pas affectées par le processus d’écoulement plastique).

On défini la fonction d’observation des microstructures O,
{0 i=vody}: il x 6 +R",

elle est objective en conséquence de 'objectivité de la distance géodésique 4 4,
et dérivable avec dérivée continue autant de fois qu'on veut griace an choix de la
mesure .

La dérivée de la fonction d'observation est un élément de P’espace tangent & la
microstructure au point de dérivation ; 'objectivité permet d’établir un théordme
de transport de cette dérivée sur 'espace tangent & un autre point de la micro-
structure (cf. [95]). On peut démontrer (cf. [4)) :

a0, 80, \T 80 80, \"
8R(v)RT{”):R(”)(8R(u)) R )gR0 = (8R(u)) Riw).

En définissant, par un choix de ¢ € C™(RY - R'), m > 1 & support compact
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éventuellement différent de =+, la fonction d’observation objective des positions
dans l'espace géométrique Oy

Vie,y) €& x & O.(z,y)=¢(lz -yl) e R,
on a la propriété de transport :

grad, Oz(z,y) = —grad, Oz(z, 1) -

Soit & un espace linéaire, on appelle globalisation la transformée (7~ € R est
une chronologie)

Vi &XxT - F _
Vo : EXT M } [ EXMXT »F
V{iz,p) €& x A

flz,v,7) = [ Fly, 7Ok, vy, 7)) Ocle: y)d(vol)y -

Pour un champ de microstructure donné v(y, 7) cette opération transforme tout
champ sur ’espace-temps dans un champ sur 'espace-microstructure-temps. 1
g’agit d’une modification objective grace & 'objectivité de la mesure choisie.
La fonction globalisée est donc continue avec sa dérivée d'ordre m sur & X
A4 et change avec I'observateur comme sa fonction primitive qu'on appellera
microscopique. La somme sur & x . de la globalisée peut étre normalisée de

facon que :
f Fd(vol), dp = / Fd(vol)y .
Ex.M &

Les rayons des supports compacts des fonctions -y et @ qui permettent de définir
0, et O, introduisent un rapport entre I'échelle de la représentation du corps
dans & avec un modéle multi-champs et celle de sa représentation multi-variables
dans & x .4 quon appelle « espace profond ». Le premier rayon est la distance
géométrique en dessous de laguelle on refuse de distinguer deux points matériels
d’aprés la donnée de leurs positions : les projections géométriques de I'image
de ces deux points dans l'espace profond coincident. Le support compact de
la fonction v représente la désorientation minimale pour que deux donndes de
micro-texture soit effectivement distinctes : on va considérer comme alignés deux
résean dont la désorientation est trop faible par rapport & Uestimation qu'on peut
en faire.

1.3.3 'Théoremes

On montre une propriété de la globalisation qui est & la base des développements
présentés an paragraphe suivant.

La globalisée de la dérivée matérielle par rapport an temps d'une fonction f
gécrit comumne la dérivée matérielle par rapport au terps de la fonction f (cf.
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[4) :

of (pf) + div,(ofR(1)RT) + div, (pf%). (1.15)

pf=——=

Un résultat semblable est valable dans le cas d’une dérivée par rapport 4 y :

v, T = div, (R grad, RT ()T ) + div. T, (1.16)

avec la définition de la divergence par rapport & u :

abzgk

div,b = TR (1)

o Ren(p)e; .

Si toute rotation v superposant le monocristal de référence sur le monocristal
local se fait autour du méme axe de rotation {cas d’un polyeristal plan ou « po-
ylamelle ») les expressions (1.15) et (1.16) se simplifient

of = 28 4 div(pFi) + dive(pF),
- (1.17)

a('r grad v)

div, T = + div, 7

1.3.4 Application

La globalisation est une modification du support de la fonction transformde, en
particulier un changement de l'espace contenant ce support. Les équations fon-
damentales de bilan thermo-mécanique doivent étre valables indépendamment
de P'espace choisi pour I'observation des corps. En sommant par globalisation une
telle équation écrite en forme homogeéne pour le corps représenté dans l'espace-
temps habitnel on obtient 'expression valable dans un espace différent. Cet es-
pace, l'espace profond-temps, est le produit cartésien entre ’espace-temps clas-
sique et la variété des microstructures. Le résultat est une sorte de théorie des
mélanges, mals avec une distribution continue de constituants sur la variété des
microstructures.

La globalisation de 'équation de conservation de la masse microscopique donne
Péquation homonyme dans l'espace profond et les définitions des champs de
vitesse macroscopiques :

22 + divg(fu) + divy(pX) =0,
u;i=x—u, X:= %Nl X;:=NNT - X,

=
Il
‘Dllaf

Notons les définitions de u et X, densités par rapport & la masse globalisée de
champs obtenus par globalisation. La valeur en {z, 1, 7) d’un tel champ est une
estimation de la somme de la densité massique de la fonction microscopique sur
la fraction massique du corps qui se trouve & l'instant 7 en proximité du point z
(selon le rayon de la boule d’observation des positions géométriques donné par le



1.3. GLOBALISATION 17

choix du support compact de O,) avec une microstructiure proche de p (selon la
boule d’observation des microstrictures donné par le choix du support compact
de O,).

En globalisant I*équation de bilan de la quantité de mouvement de translation on
a 1*équation homonyme dans l'espace profond et les définition de la contrainte
de Cauchy Ty et de la contrainte de ‘filtration’ t qui apparaissent dans cette
équation :

div, Ty + div,t + pb = fa,
(1.18)

T, =T-pus®u;, b:=_N(grad,N')T - pu;®Xy,

avec la définition de la dérivée matérielle dans I'espace profond (¢f. (1.17)):

af ,
flep,1)= Br + grad, f-u+ grad, f - X.

La globalisation de Péquation de bilan de la quantité de mouvement de la mi-
crostructure entraine la définition, entre autre, de la force d’inertie dans I'espace
profond. Si ce passage est aisé dans le cas du polylamelle (¢f. [§]), des diffi-
cultés — non seulement techniques si on n'adopte pas une forme quadratique
en taux de rotation de la microstructure pour I'énergie cinétique - émergent
pour le polycristal. Pour les éviter (sans modifier par ailleurs la généralité de
la démarche)} on fait I’hypothése que les actions inertielles sur la microstructure
sont toujours négligeables, ce qui est physiquement acceptable pour les polycris-
taux métalliques. On obtient :

Zia+ divysg + diV#S =0,

Zo—Z, s3:=5%, S:= N (grzLdyNT) 5,

o~
fn
—
t]
i

La globalisation du bilan de Pénergic totale, en tenant compte des équations
{1.18) et (1.19), donne :

péq =Ty grad,u +p - grad,u —Zy - X + 8¢ - grad, X + 5 - grad, X
—Ag + divyhy + div,H

avec les définitions :

1 Nu% e
ed:mrp(e—i—?), Aa:=A+b uy

2
hd:=thuf+STXf+p(€+-L;i)uI,

H := grad,N (h — Tu; +sTX ;) N7 —I—p(.e—l— )Xy,

o1 A et h sont I'apport de chaleur dans l'unité de volume et la chaleur sortante
par unité de surface (convention classique des signes) microscopiques.
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La globalisation du bilan de P'entropie conduit, dans I'hypothése que la température
9 soit uniforme en ¥, A I’équation :

. A I . H
Pl = ﬁ— — dwxgd — div,,,g +ta,
ol 5
N =&
e -
g = E+%divz[1‘uf+sxf—p(5+7f)uf}

2
+ %divﬂ[gradyN(Tuf + X )NT —,o(5+ 12"—) Xf]

et ¢ est la production d’entropie dans 'unité de volume microscopique.

1.4 Modele de polycristal dans ’espace profond

Les équations de bilan obtenues par globalisation dans le paragraphe précédent
peuvent étre écrites indépendamment de tout passage micro-macro, en faisant
appel a l'axiomatique classique de la mécanique des milieux continus (of. [80,
103]) et en choisissant I'espace profond-temps par univers d’observation ('9).

L’hypothése fondamentale consiste dans V’identification des éléments matériels
avec leur trajectoire dans l'espace profond en fonction du temps; il est tou-
jours possible de choisir une configuration de référence du corps, occupant un
domaine %, C & x &, et de décrire le mouvement du corps par unc fonction
transformation : &, x F — B C & x &,

1.4.1 Cinématique

Si on dénote par (z.,M.) € ., avec M. := R(u.), les éléments matériels en
configuration de référence et par (z, M) € %, M := R(u), au méme temps ces
éléments en configuration actuelle et la transformation &, x & — %, on voit
que les propriftés locales de la transformation sont décrites par les tenseurs ;

& :
Fuz V= B:ci,; e;Rey e Lin,

Forn = %M*Haei(&e‘]@ey € Lin(Skw,?),

Foe = %qu.eitgej@eg € Lin(¥,Skw),

L

Fup = %Mj&M*Kﬁei@ej@eH@eK € Lin(Skw)

10Cette section du chapitre décrit le contenu des publications figurantes dans la liste donnée
& p. xiii et suiv. avec les numéros {1, 8, 4, 5, 6, 19, 23],
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(pour les indices on adopte la notation suivante : lettres latines majuscules pour
des grandeurs définies dans la configuration de référence du corps, minuscules
latines pour la configuration actuelle, minuscules grecques pour un monocrystal
de référence).

Solent (x, M) € ¥ x I m(Orth") les vitesses du point (z,M) € #; soit
X ;= MMT ¢ Skw. Les gradients grad,x € Lin, grad,x € Lin(Skw,?"),
grad, X ¢ Lin(?", Skw), grad,X € Lin(Skw) peuvent étre écrits par rapport
aux gradients de la transformation (¢f. [4) formules (35) et (36)).

Dans [,  pour léeriture du comportement on adopte 'hypothése de « non
fitration » Iy, = 0, par laquelle on obtient :

grad,x = Fo 7}, gad,X = B.F —FulnfeF,
grad, x 0. grad, X

1
-1
FruFap -

Le choix de représentation de I'inconnue cinématique comme X oun M entraine,
par le biais du principe des puissances virtuelles, une différence de représentation
des contraintes (cf. [16, 95]). Cette dilférence apparait entre les résultats du §1.2
et les équations objet du paragraphe suivant.

1.4.2 Equations de bilan

La conservation de la masse de tout élément matériel s'écrit dans 'espace profond
(p densité de masse en configuration actuelle pour la mesure de volume dans
ExM):
@ T RS T &
aT -t LU.VQ;\ )L} o UJ.V‘uk'UJL} ==
La conservation de la quantité de mouvement, écrite & 'alde du principe des
puissances virtuelles, donne les équations indéfinies :

div,T + div,E+pb = px,
A+ divae + div,D+pB = pM ((f—ﬁi) - 5‘41\,‘{-) ,
skwT'— A = 0.

La conservation de l'énergie s’écrit -

A — divyh — div,H

e =
+ T-grad,x— A -X+t grad,x+¢- grad, X + D grad, X.

Dans Phypothése que la température ¥ ne dépend pas de la position dans .# on
écrit finalement 1'inégalité de Clausius-Duhem :

plap+9¢) — b BERT
T- grad,x— A X+t grad,x +¢- grad, X +D- grad, X = 0.
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1.4.3 Comportement

L’étude du comportement d'un polycristal métallique dans 'espace profond a
été proposé dans [1, 3] suivant I'idée d’une décomposition multiplicative (& la
Lee} du gradient de la transformation F_, :

Foo =FgFp, Fgp=FpwFru, Fp=GM,

ol on distingue, dans P'ordre d’application aux vecteurs matériels, une transfor-
mation plastique Fp, décomposée en une rotation du résean M et une transfor-
mation plastique avec réseau fixé G, et une élongation élastique F g, décomposée
en une partie bloquée F gy, et une partie réversible Fgpey.

La modélisation & la Cosserat des polycristaux présenté au §1.2 a été ensuite
poursiivie en vue du besoin d’identification des variables introduites dans Ues-
pace profond avec des grandeurs mesurables expérimentalement.

En faisant I'hypothése 44 = ¥(Eg, 9, Egyo, G) (avec Egp = L(FEFp — 1) et
Egupo = %(Fﬁ};btoFEblo — I}) on obtient les lois d’état

9 d
symT = pFEBEiEFT ., §= _:9% .

et I'inégalité de la dissipation :

(MF; {(symT)FpM? — Z) . (X — skwgrad,x) +

Fg (symT)F,, - M” (skwgrad,x)M  +

(F‘—El(symT)FE - ng—g) . GG71 — pFEblo _3!??;!0:5‘%&0 . FEMOFE‘II)JQ +
¢ grad, X +D- grad, X > 0.
(1.20}

Dans I'hypothése de glissernent multiple

GGl = Z v.m” @ n*
H.
on définit la scission résolue sur le systéme de glissement & :

. M :
e o, -1 N ®"
T 1= 1M (FE (symT)Fg pC-}—6 ) n

et on suggére que l'inégalité (1.20) soit vérifiée par :
— une loi de Schmid pour la plasticité des systémes de glissernent

Tely — 7_-K.|I/Ki <0,

~ un échange irréversible &4 dissipation nulle entre 1’énergie élastique bloquée
dans le résean et I'énergie néeessaire 3 la rotation du réseau

PF 010 —BE‘? ;’Mo Fluo  FuoFr,
Pl (symT)F,y - M (skwgrad, )M+ (1.21)
¢ grad, X + D - grad, (skwgrad, x) ,
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— et une inégalité pour la dissipation due & la rotation du réseau par rapport
aux axes principaux du taux de déformation de la matiére :

MF;! (symTF, . M7 — Z}- (X — skwgrad, x) +
Hit €T
- (1.22)

L - grad, (X — skwgrad,x) 0.
Afin de préciser d’avantage ces relations constitutives il faudralt mener une
étude expérimentale qui a été entreprise dans [57], mais qui n’a pas été pour-
suivie. L'étude théorique des relations micro-macro présentées dans §1.3 et la
modélisation fine du polyeristal décrite au §1.2 ont le but de combler partiel-
lement ce manque d’information expérimentale, mais les questions posées par
les équations (1.21) et {1.22), c’est & dire relatives an comportement de ¢ et D,
demeurent toujours ouvertes,

1.5 Homogénéisation des polycristaux

1.5.1 Distribution des orientations dans les polycristaux

L’homogénéisation du comportement des polycristaux est un sujet souvent traité
dans la littérature, tant dans le cas élastique linéaire que pour les cas dissipatifs.
Dans ces derniers on se restreint & I"homogénéisation du comportement tangent
et donc & la recherche de solutions dépendantes du processus. Rarement on
se pose la question de définir la microstructure — et par conséquent le modele
mécanique — qui correspond & un état polycristallin donné (11).

La modélisation des polycristaux pertinente 4 une échelle plus grande que la
plus grande taille des grains demande la prise en compte d'élément matériels
contenant un trés grand nombre de prains, caractérisés par une distribution
d'orientations de texture. Tl se pose alors le probléme de la nature constitutive
de l'interaction entre éléments voisins.

Soit .4 la variété des microstructures {les orientations cristallines); supposons
4 munie, en tout point z € &, de la structure d’un espace de probabilité ; soit
U € 4 une variable aléatoire et v (la fonction de distribution des orientations)
sa deusité de probabilité.

Tl existe deux échelles caractéristiques : celle de Pévolution de vy qui dépend
principalement des interactions entre cristaux & 'intérieur de la famille qui est
représentée par la distribution de densité v, et P'échelle de l'interaction enfre
élément matériels chacun ayant sa famille d’orientations cristallines. Il est raison-
nable de considérer ces dernitres interactions comme fonctions du premier mo-
ment des distributions d’orientation et de considérer que ces moyennes évoluent
suivant des régles générales qui peuvent &tre introduites dans une théorie multi-
champs, alors que I'évolution de la fonction de distribution des orientations &
l'intérieur des éléments doit &tre décrite par une théorie multi-variable (comme
il a été fait an §1.2 de ce chapitre).

11 Cette section du chapitre reprend le sujet de la publication [12] de la liste donnée & la
p- xiil et suiv,
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Si on considére les interactions & l'intérienr de I’élément comme faiblement non-
locales dans .#, dans le sens de [17], on peut trouver des équations d’évolution
pour 7, alors que Dlinteraction entre voising dans & dépend d'une sorte de
moyenne sur ¢ basée sur .

Pour obtenir cette moyenne on peut faire appel au théoréme de Whitney, qui
affirme qu'un espace linéaire %, de dimension 2m + 1, existe dans lequel la
variété 4 , de dimension m, peut étre plongée. Le plongement n’est pas unique,
et il existe des cas dans lesquels il peut se faire dans un espace de dimension
inférieure & 2m + 1 {par exemple, SO(3), de dimension 3, peut étre plongé dans
un espace linéaire de dimension 5).

Dans & on peut évaluer les moyennes de la microstructure; en général elles
tombent & Mextérieur de 'image, & de # dans 5, et remplissent ’enveloppe
convexe # de cette image.

Un exemple d'un tel passage est donné par les cristaux liquides nématiques :
# est alors la variété de dimension 2 des directions (la surface de la sphére
unité avec identification des antipodes) et un plongement a été proposé dans
’espace des tenseurs symétriques & trace nulle (dimension 5, maximale d’aprés
le théoréme de Whitney ; [7, 14]).

Dans le cas des polycristaux le plongement de SO(3) dans un espace linéaire
de dimension 7 au plus est le passage qu'il faut assurer avant de poursuivre le
développement d’un modgle qui voit la microstructure comme le représentant
moyen de caractéristiques géométriques variables dans 1'élément matériel.

1.5.2 Plongement de SO(3) dans R®

Le théoréme dit du « plongement simple » de Whitney (¢f. [48]) montre que
S0(3) peut étre plongé dans R, mais des plongements dans des espaces linéaires
de plus petite dimension sont pos:;lble‘s Par ailleurs il a été prouvé que SO(3)
ne peut pas étre plongé dans R’ R* (¢f. [13]}, alors que on connait un plongement
dans R. Ce dernier est obtenu par une chaine d‘inclusions différentielles : 50(3)
est inclus dans §2 x 5% en associant & chaque élément de la matrice orthogonale
qui le caractérise n’importe quel couple de colonnes :

A4 3

1 1 1

& e P | e 50(3) - (¢, d?) e 87 x 52
C(1) (,(2) C(3)

3 -3 3

Une des deux 2-spheres unités S? est ensuite incluse dans |0, +oo[x R? :
P e g2 (§c§2) +¢, !;‘cég), 5(:%2)) €]0, +oo[x IR,
avec 0 < ¢ < (; donc

% % (10, +oo[x R?) = (§2x]0, +oo]) x R? &~ (R® —{0}) x R? c RS .
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Notons que 5°x]0, +oo[ est diffomorphe & IR? —{0} comme on peut le voir,
par exemple, en choisissant des coordonnées (d,¢) sur S? et en prenant les
coordonnées polaires correspondantes cl!) = (singcos®, singsind, cos¢) on
R? {0} :

(@, ¢, p) € §2x]0, +00[— (psin ¢ cosd, psinsind, peosg) € R® -{0}.
On a donc le plongement :

[c@] € S0(3) —

7

(e + ), Pl + 0), P (P + ¢), 67, ) e R

On peut montrer que les conditions ||c(1)|| = 1 and ”6(2) || = 1, et la condition
) - (2 = 0 correspondent respectivermnent aux équations (z € R”) :

(Jzl? — €2 — (3)% + 4¢3(23 + 23) = 4827,
z1(Jo)? — €2 — (2) + 2({waza + 2375) = 0.

1.5.3 Plongement de SO(3) dans Symo

Le plongement décrit dans §1.5.2, connu dans les textes de géométrie différentielle,
mangue du caractére intrinséque nécessaire, en principe, pour 1'usage dans une
théorie physique. Une alternative appropriée se base sur l'introduction d'un
tenseur symétrigue de classe particuliére pour représenter une orientation d'un
résean cristallin.

On souligne dés maintenant que I'application du théoréme dans des circonstances
physiques ne sera légitime que s'il existe trois directions mutuellement orthogo-
nales, chacune munie d’une longueur caractéristique diftérente, ayant une signi-
fication physique directe dans la description du monocrystal dont on cherche a
représenter la distribution d’orientations (par exeruple les arrétes de la cellule
élémentaire dans un cristal orthorhombique).

Soit {m® |i ¢ {1,2,3}}, ||m(1)” < Ilm(2)|| < [|m(3)”, les vecteurs représentant
le monocristal, leur signe étant sans conséquence pour la description du cristal,
normalisés de sorte a avoir
3
> (my? =1,
i=1

Un polycristal est un agrégat de tels monocristaux, chacun uniquement identifié
par le temseur orthogomnal propre ) domnant la rotation qui superpose trois
vecteurs de référence {c@} sur les vecteurs du cristal {m®/ |m®{} modulo
les rotations de 7 autour de n’importe quel ¢ ; soit .2 C SO(3) le sous-groupe
contenant ces rotations.
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Définissons 'application suivante, 4 partir du méme ensemble de mono-cristanx
vers l'espace linéaire des tenseurs symétriques

3
S({m®}) = Y m @ m?;

i=1
pour tout {mP} ona tr8 =1, 182 =37 (m)4, et detS = [[°_, (m(D)2.

Il existe une application un & un différentiable entre 'ensemble des mono-cristaux
et les éléments de Sym qui vérifient les conditions données ci-dessus ; en particu-
lier tout § qui remplie ces conditions a trois valeurs propres distinctes (m®)2,
avec les vecteurs propres correspondants paralléles aux vecteurs m(¥. La décom-
position spectrale d’un tel tenseur 8 est alors

s({m™}) = QD?QT,

ol D est la matrice diagonale

[m®f 0 0
D:= 0 ”m(Q)H 0
0 0 jm¥

Par conséquent

3

3
trS =1, tr8? = Z(m(i))“, detS = H(m(i))z } :

i=1 i=1

,{(m{SeSym

et on peut considérer le plongement dans 'espace linéaire :

A= F = {8 CSym| S =1}.

En conclusion, une distribution de mono-cristaux orthorhombiques peut étre
représentée par la moyenne :

é:f 1Q)S(Q) A(SO()).
S0(3)

En cas d’ordre parfait, avec tous les cristaux orientds suivant E}, alors § =
S(Q} a trois valeurs propres distinctes et les vectours propres correspondants
représentent les axes du mono-cristal. Au contraire, si le désordre est com-
plet, alors 8§ est sphérique et on ne peut pag assigner d’axes privilégiés A la
moyenne qui représente la distribution des mono-cristaux. Dans les conditions in-
termédiaires les propriétés optiques axiales de Pagrégat correspondent au nombre

des valeurs propres indépendantes de 8.

Ce passage est le premier pas pour aboutir 4 une connexion, d'une autre nature
que celle donnée par la globalisation, et portant sur des considérations statis-
tiques, entre la modélisation du polyeristal dans 'espace profond et celle par la
théorie des milieux avec microstructure.



Chapitre 2

Contributions a la
formulation du probleme
des matériaux a
microstructure contrélable

2.1 Introduction

L’histoire de la mécanique est celle de leffort humain par assouvir ses be-
soins technologiques {*). Le défi contemporain est donné par l'automation et
le contrdle des systémes continus.

Les problémes d’automation des systémes discrets ont été abordés an début des
années 1950. La puissance croissante de calcul & permis 'analyse de systémes
A nombre de paramétres de plus en plus important, mais, en méme temps,
I’économie implicite dans une modélisation continue est devenue évidente.

On appelie « controlable » un matériau dont les propriétés physigues peuvent
&tre modifides par des champs extérieurs {éventuellement non mécaniques).

Notre point de départ est une extension du concept de milieu continu avec mi-
crostructure (cf [16]). Un tel milien se compose de points matériels qui, en
conséguence de leur structure physique {sous-jacente & I'échelle de la description
mécanique choisie), doivent étre décrits comme des systémes lagrangiens ayant
plus de degrés de liberté que les trois translations dans l'espace euclidien dans
lequel ils sont placés. A un instant donné — disons, 4 I'instant actuel - un élément
matériel occupe une place £ € & et est muni d’une microstructure physique dont
la. description mathématique est obtenue par la donnée de m paramétres d’ordre
v* (a € {1,...m}), qui peuvent &re vus comme les coordonnées, dans un carte,

1Voir la définition de mécanigue donnée par Aristote dans son Art Mécanique.

25
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d'un élément v d'une variété différentielle .4 de dimension finie m.

L’évolution de la microstructure est réglée par un nombre adéquat d’éguations
de bilan de sa quantité de mouvement. Dans ces équations on voit apparaitre les
variables constitutives modélisant les micro-efforts (of. [39, 16]).

Dans les cas ordinaires les lois de comportement des micro-efforts ne font pas
appel & des critéres d’optimisation ou 4 des relations de contréle. Au contraire,
c’est dans de pareilles conditions que I'on se place maintenant : les propriétés
matérielles contrélables sont introduites par le biais de &k parameétres d’ordre
intérienrs #7, coordonnées d’un élément & d’une variété différentielle %

La microstructure controlable & peut étre modifiée par un opérateur extérieur ;
son évolution n'est pas gouvernée par des équations de bilan dynamiques et des
lois de comportement « passif », mais par un critére d’optimisation ou par une
régle de contréle qui devient une propriété constitutive du milieu. Les Hmites
physiques de la contrdlabilité se traduisent dans ce que la variable x appartient
& un ensemble fermé X C . L’optimisation sera évaluée par la donnée d’une
fonctionnelle #, par exemple le coiit du processus ou son rendement.

Un tel point de vue correspond & une vision phénoménologique du probléme.
De fait la microstructure » évolue suivant des équations physiques de bilan sur
lesquelles on intervient par des actions extérieures classiques (par exemple on
agit sur la structure cristalline d'un alliage & mémoire de forme par le biais d'un
champ de température que P'on contrdle par les conditions usuelles au bord ou
dans le volume}. Dans des telles circonstances on peut faire appel & une théorie
multi-champs, décrivant le couplage entre les effets mécaniques macroscopiques
et microstructuranx, pour traiter ensuite le probléme du contrdle du systéme
couplé par des actions extérieures qui rentrent dans les conditions au bord par
des termes d’apport surfacique ou dans les équations indéfinies moyennant des
termes d’apport volumique.

Mais parfois, si 'effet direct de la microstructure contrélable sur les propriétés
mécaniques du matériau est important, l'effet inverse peut étre négligeable, an
moins si 'on envisage la formulation d'un probléme mécanique simplifié afin de
pouvoir aborder plus aisément le probléme du contréle. Deux cas se présentent
dans lesquels une telle simplification parait acceptable : les matériaux #lectro-
ou magnéto-rhéologiques et les gyrocontinus.

Dans un matériaux électro- ou magnéto-rhéologique il est possible de contréler
lorganisation spatiale d'une phase solide en suspension dans une matrice fluide.
Ces matériaux se comportent, en premiére approximation, comme des corps de
Bingham dont la raideur initiale, le seuil d'écoulement visquenx et la visco-
sité peuvent étre modifiés en opérant de I'extérieur (sur le champ électrique ou
magnétique). La vitesse de transmission du signal électrique ou magnétique et les
temps de réaction du matériau & ce signal autorisent la formulation d’un modéte
négligeant les effets du transitoire, tant dans le temps (réaction instantanée) que
dans l'espace (controle distribuée dans le volume),

Un deuxitme exemple de matériau contrdlable dont ’étude du comportement
n’introduit que I’analyse du couplage entre champs d’origine mécanique esi ce-
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Iui d'un milieu continu contenant une distribution continue de gyroscopes de trés
petite taille, que ’on appelle gyrocontinus. L'idée de départ est celle de maunir
une structure d’un grand nombre de {petits) volants, tournant autour d’axes
dont la direction peut éventuellement &tre contrélée et avec une vitesse de rota-
tion réglable; le mouvement de la structure sera alors influencé par les réactions
gyroscopiques et donc, dans certaines limites, sera contrdlable. L'énergie qu’il
faut fournir ou drainer du systdme pour le réglage de la vitesse angnlaire des
volants ou pour le changement d’orientation de leur axe de rotation & 'intérieur
des éléments de matiére dépend du processus mécanique, mais on peut trés bien
envisager la recherche de solutions du probléme mécanique indépendamment du
calcul des besoins énergétiques du systéme de contrble du mouvement des vo-
lants. Les gyrocontinus peuvent alors étre vus comme des matériaux contrélables
au sens que Pon donne & ce mot dans ce chapitre.

Les problemes de contrdle qui se posent pour un matériaux contrblable différent
sensiblement de ceux qui ont été traités de préférence dans la Httérature (voir les
travaux de Lions [60]). Lorsque le contrdle agit sur les bords, on a un probléme
avec conditions aux bords variables, mais avec un systéme d’équations aux
dérivées partielles de nature indépendante de ces conditions, et done du contrdle.
Dans le cas présent, le controle est supposé agir sur les équations de comporte-
ment, et donc éventuellement sur le type de solution du systéme. Par exemple si
on considére un matériaux électro-rhéologique on sait que, si le champ électrique
est en dessous d'un certain seuil, ce matériau se comporte comment un fluide
newtonien plutdét que comme un corps de Bingham,.

Pour bien voir cette différence dans un cas simple, on peut imaginer une poutre
en vibration forcée domt la raideur puisse étre contrdlée : les fréquences propres
dépendent du contréle et par conséquent la décomposition modale de la solution
en dépend aussi. 5i au contraire le contrdle de la poutre se fait en imposant,

sy A nrrtia 1a nronrng gnnt

par cxemple, un mouvement appropiié & 'un des appuis, les modes propres sont
indépendants du contrdle ¢t la solution peut étre obtenue en superposant les
effets de la charge dynamique imposée et du déplacement optimal de I'appui.

Mes recherches dans le domaine des matériaux contrélables suivent deux axes,
dans le plan de la théorie et dans celui expérimental. Mes études théoriques
ont porté essentiellement sur les applications du Principe de Pontryagin aux
systémes continus et, en particulier, aux milieux continus lorsque leur loi de
comportements peut étre contrdlée. Un exemple particulier traité avec ledit
Principe a donné I'idée pour des applications expérimentales (§2.2). Successive-
ment nous avons réalisé un systéme contrdlé pour amortissement des vibrations
mécaniqiles ; ce systéme a été mis au point d’abord au CERAM-ENPC et ensuite
a VIEI-CNR, (52.3).

Encore sur le plan théorique j’'ai analyse le cas des structures contentant un
trés grand nombre de petifs gyroscopes, qu peuvent étre vue comme des mi-
lieux continus contrdlables par le biais des couples d’inertie de ces gyroscopes
(§2.4). Ces structures sont intéressantes pour les applications aérospatiales et
fournissent un exemple de matériau contrélable pour lequel on sait décrire com-
plétement le comportement.
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A compter de 2000 nous avons entrepris une nouvelle voie de recherche, pour
Papplication des méthodes de monitorage et de contréle au patrimoine culturel.
Un des résultats de ces recherches est décrit au §2.5 aprés une introduction
générale au probléme, qui differe de celui des matériaux controlables traité dans
les parties précédentes de ce chapitre.

2.2 Le Principe de Pontryagin dans les milieux
continus

On propose une approche au probléme du contrdle optimal des matériaux cont-
rolables qui trouve sa source dans I'étude de Wang [111] — basée sur le principe
de Bellman — généralisant aux systémes continus le principe de Pontryagin [37).
L’approche est valable au moins lorsque le rendement du processus est exprimé
par une fonctionnelle continfiment différentiable des coordonnées généralisées du
systéme. Un critére d’optimisation tout & fait équivalent 3 celui de Wang peut
étre obtenu par un caleu! des variations ().

On pose le probléme en général, on donne l'énoncé d’une condition suffisante
pour l'optimisation et finalement on fournit un exemple.

2.2.1 Position du probléme

Soit & le domaine occupé par le corps & Vinstant 7 {0 < 7 < 74); soit z =
z(x., 7} la position actueile du point matériel dont le placement de référence
est w. € H,, u{z, 7) '= ¢ — 2. son déplacement, v := 11 sa vitesse, b la force
appliquée par unité de masse, @i les déplacements imposés & la frontiere (on
suppose que les conditions au bord soient partout de déplacement imposé) ; soit
T le tenseur de Cauchy. Les chanps u et v sont solution du problme :

{ jlfII;Jr pb = pv dans & x [0, 7] ,
v 2.1)

u=1 sur 07 x [0, 7] ,

Tz, ) = [ ’ f@ SCuly, 1), v, 1)y ks 1), - Jd(vol)de (2.2)

avec le contrile £ € K qui doit réaliser le minimum d’une fonctionnelle donnée :

F{u, v, 10,7} = [OTJ fy wlz,Tiulz, 7),v(z,7),&(z,7),.. )d(vol)dT .
' (2.3)

2Cette section du chapitre résume les travaux figurant dans la liste donnée & p. xiii et suiv.
avec les numéros [2, 18, 20, 35, 36].
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2.2.2 Solution par le Principe de Pontryagin

Le probléme posé peut s'écrive en forme intégrale en introduisant des multiplica-
teurs py, pv € CBV(#, #") (duales de 01 et v) et en prenant un muitiplicateur
unitaire pour ¢ : le probléme correspond alors 4 la recherche des minimum de
la fonctionnelle

T i divT \
F{W, vV, Pu, Pv: 5 [0, 7£]} = [(v—1) pu+( +b—v)-py+ypld{vol}dr .
] Br
(2.4)
On introduit la définition
divT
F{w, Vv, Py, Pu, K} =/ V- Pu+ (= +b) - by + ]d(vol); (2.5)
v%-r

le calcul des variations de # montre gque le probléme posé se traduit dans les
équations canoniques et conditions d’orthogonalité

SE oy . M _y . X . . AE

o = D=V T =Pe 5 F= P
. du- pud(fuol)LﬂTf = [, 6u-pud(vol)  =0Wuadm; g
fz, 8v - pud(val) ) = [, 6v-pud(vol) T 0 vévadm. ;
et dans la condition suffisante (inégalité de Fourder) :
feTf(?f{u, V, Pus Py b+ 66}~ {0, V, Puy Do, i} )dT > 0, (2.7)

Dans les cas de Pontryagin toute partie d'une trajectoire optimale doit étre
optimale. La condition (2.7} conduit alors & démontrer le théoréme : si pour un
controle £ il existe une solution non nulle (4, a, Pa, D) des équations canoniques
de Hamilton (avec conditions initiales données sur (u, 1) et conditions finales sur
{u, 1) ou sur (pu,pv)) telle que :

{1, i, Pus Do i Th = l}ﬂéifcl%’{u, YV, Pu,Pv. 83T} V7 €[0,74], (2.8)

alors & est un contréle optimal.

2.2.3 Application a 'amortissement
Solution optimale

Le théoréme du paragraphe précédent a été appliqué au probléme de I'amortisse-
ment de vibrations. En particulier on a étudié le cas d'un corps élastique linéaire
isotrope oscillant en hypothése de petites perturbations d'un état d’équilibre
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naturel, dans I'hypothése qu'il existe un contréle £ € [—1,1] agissant sur les
coefficients de Lamé

,LL(EC) = Pmaz + fein (,U'Tna.w - /-bmin)-"i (2.9)

et que le mouvement soif isochorique (ce qui ne fait que simplifier les passages
sans réduire la généralité de la démarche).

On assume que les conditions an bord soient de déplacement imposé et qu’il 'y
a pas de forces de volume agissant sur le corps. Le probléme 4 résoudre s'éerit

u(z, 0) = ugfx)

u{z, 0) = vo{z) } e {2.10)
u(r) Au = pii dans% x [0, 7] '
u=10 surd & x [0, 74],

avec la fonctionnelle & minimiser

Ty
F{u, i, k{0, 74} = -—/ / 2u(k) symgradu - grada d(vol)dr. (2.11)
0 B

La condition {2.8) s’applique & la fonctionnelle

#{u,v,k} =

Ia (pu v+ %pv - div2{p(k) symgradu) — 2p(k) symgradu - gra,dv) d(vol)
(2.12)
qui est minimisée par le contrdle (voir [20] pour les passages)

& = sgn { symgradu - gradu) . (2.13)

Le cas des ondes planes permet une illustration simple de ce résultat. Soit &
la coordonnée dans la direction de propagation de Ponde et ¢ le module du
déplacement. On dénote par 'apostrophe la dérivée par rapport & £. Le contréle
optimal est

w67y = s (#6146, 7)) = sen (9/(6,7)]) (2.14)

il vaut donc & = 1 (matérian plus raide) ot la déformation ¢ croit en valeur
absolue dans le temps et & = —1 ol elle décroft. Le changement de signe doit
correspondre aux plans en mouvement sur lesquels ¢’ = 0 ou ¢' = 0, c’est &
dire gur les extremum du déplacement ou de la vitesse suivant la direction de
propagation.

Le déplacement ¢ est solution de 1'équation
o — 2’ — 2 Ap[sgn(e'd")¢) =0 (2.15)

de sorte que, le contréle optimal & étant comstant par morceaux, ¢ a presque
partout la forme usuelle d’une onde se propageant en avant ou en arriére avec
vitesse de propagation o paramétrée par le contréle :

B(E,7) = (€ = a(R)T) + (e (€ + alR)T) 5 F(K) = 2u(k)/p (2.16)



oscillations ]
dans le plan {¢', #) dont toute partie régulidre ost ng arc d’ellipse avec un rapport
entre les rayong égal 4 a(k). Avec le contréle (2.14) les ellipgeg appartiennent 3
'une des deyx familles :

¢ (¢,7)% + [%Q]z = const, (2.17)

chacune Occupant deux quagts 6pposés du plan (&', qi&) : toute tra Jjectoire optimale
bassera d’tne famjlle & Pautre en traversant Jes axes @' = ( et ?=0de fagon 3
S€ rapprocher de Porigine. Cels permet d’identifier ], trajectoire optimale pour
toute condition initiale donnge (¢f. Rgure 21,

¢'r

Solutions ngn optimales

La stabilisation du systéme décrit ci-dessus o égg étudide Ioyennant la méthode
Droposé dang {1]. Dans ce cadre la solution optimale donnée au paragraphe
précédent peyt &tre obtenue tomme « gradijens relay form s .

b= —(z+ TSEn(dd))g, (2.18)

et des solutiong Lon optimales, majg toujours Sta,bﬂisantes, beuvent étre obtenyeg
comine « gradiens linear form » -

La Comparaison de Jg, solution (2.19) avec celle optimale (2.18), pour & — 5, ke
[4,6] et pour 7z 5,k € [1, 9] est donnée dans les figires 22¢t 2.3 respectivement



32 CHAPITRE 2. MATERIAUX CONTROLABLES

-0.257

=0.5

-0.757]

-0.2

FIG. 2.2 — Solution optimale {en gras) et non pour K = 5, & € [4,6] : dans
le méme intervalle de temps le contréle optimal réduit de 75% Yamplitude de
loscillation, alors que le controle « gradient linear form » la réduit de 50%.

=0.25

~0.75}

FiG. 2.3 - Solution optimate {en gras) et non pour £ =95, K € [1,9] : le controle
optimal conduit le systéme presque 4 repos dans le temps qu'il faut au contréle
« gradient linear form » pour réduire I'amplitude de Voscillation de 50%.

~0.2 . .4
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et plus raide pendant le Dassage inverse, 1] doit ¥ avolr un drainage d’énergie
hors du matériau lors de ces changements (théoriquement instantanés) de rai-
deur, qui ne peut &tre expliqué que par étude des mécanismes physiques par
lesquels on contréle ce matériau. Cette étude, par sa nature, sort des limites
du probléme posé dans ce chapitre et demande Ia recherche de la solution
d’un problaéme d’évolution en théorie multi-champs, En posant le probléme du
matériaux contrélable on admet implicitement qu'un échange énergétique puisse

avoir lieu entre le matériay et un systéme extérieur qui contréle son COImpor-
tement, mais on présume que la solution du probléme du contréle puisse étre

Le contréle des vibrations se base habituellement syr I'un des deux principes de
fonctionnement suivant :

1 Pénergie est dissipée par le biais d’un phénoméne irréversible dont les effots
peuvent éventuellement &tre controlés,

2 l'amplitude des oscillations est réduite en Superposant un signal en oppo-
sition de phase (le systéme doit alors étre linéaire),

contenant des soupapes, sans pisces mécaniques, qui peuvent étre activée par
un champ électrique. Un autre exemple est l'emploi d'un matériaux thermo-
élastique afin de drainer Iénergie du systétue sous forme thermique.

Dans le deuxiéme on controle le systéme essentiellement par son bord, maven-
nant des actionnours, par exemple, piézo-électriques. Ceux-ci doivent disposer
de puissance snffisante pour régir en opposition de Phase & la perturbation qu'il
faut contréler,

raideur ; la réduction de Uénergie des oscillations n'est alory pas lié 4 une dissipa-
tion mécanique (conversion de [’énergie mécanique en énergie thermique, comme
dans le cas 1 cl-dessus), ni & Patténuation géométrique ou ay détournement de
P'énergie vers sa source {comme dans certain méthodes de contrdle dy bruit).
Cette réduction est due & la transformation de Iénergie mécanique, lors dy
changement. de raideur, en énergie du champ qui engendre ce changement {(par

Dans la section suivante de ce chapitre on présentera, Ie choix possible d’un
matérian électro-rhéologique permettant la mise en ceuvre de Palgorithme de
contréle que 'on vient de Drésenter.
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2.3 Réalisation d’un amortisseur contrdlable

2.3.1 Les matériaux électro-rhéologiques

Les matériaux électro-rhéologiques (ER dans la suite) sont des suspensions col-
loidales de particules diélectriques dans un fluide dont la conductibilité est
inférieure & celle des particules (*). La charge qui se cumule, dans des telles condi-
tions, & V'interface entre particules et fluide donne aux premiéres le comportement
de dipdles électriques. On observe alors la tendance, sous chargement électrique
de la suspension, # la formation de structures spatiales organisées rassemblant
les particules et, par comséquent la modification de la réponse mécanique de
l'ensernble [8, 9, 38]. Cet effet, nommé d’aprés Winslow qui le découvrit en
1947, dépend radicalement des propriétés physico-chimiques de Pinterface fluide-
particule [2, 45, 43, 44, 49, 53, 113]. Des modéles mathématiques ont ét¢ proposés,
visant essenticllement 1'évaluation de la réponse globale d'un ER en partant de la
connaissance du comportement des composants et de leur typologie d’agrégation
[50, 41, 42, 93, 94, 100, 99, 96, 97, 98, 112]. Des modeles continus ont aussi été
proposés {90], mais il n’y a pas encore une théorie universellement acceptée.

Le comportement mécanique des ER. dans des champs électriques suffisamment
élevés peut se schématiser par un mwodéie rhéologique de fluide de Bingham :
le matérian répond comme un solide élastique linéaire aux sollicitations tangen-
tielles inférieures & un certain seuil et il s’écoule de fagon visqueuse si le seuil
est atteint. Le seuil en question correspond & la force nécessaire pour casser
les chaines des particules formées sous champ électrique, qui, autrement, per-
mettent la réponse élastique. Au dessous de lintensité du champ électrique qui
cause I'activation du phénomene d’agrégation le matérianu se comporte comme
un fluide newtonien [116, 117}

De propositions récentes sur I'emploi des ER {ou des magnéto-rhéologiques, cf.
[12}) comme actionneurs dans des systémes d’amortissement ou isolement des vi-
brations se basent essentiellement sur leur fonctionnement en régime d'écoulement
visqueux. Dans de telles conditions la réponse du matérian en termes de contrainte
est, en premiére approximation, affine au champ de taux de déformation, avec
coefficients de viscosité fonctions croissantes de la tension électrique appliquée.
La, perfortnance du systéme en termes de dissipation est alors, au moins dans une
plage utile pour les applications, d’autant meilleure que le champ électrique ap-
pliqué est grand. Dans certain cas ce champ peut étre réglé pour moduler I'amor-
tissement suivant la stratégie de contrdle envisagée [110]. C'est par exemple le
cas de Pemploi des ER comme lubrifiants, & viscosité contrélée, des coussinet
d’arbres tournants; en modifiant la réponse du lubrifiant on peut, par exemple,
éviter ou réduire les oscillations nuisibles de V'arbre [31, 32, 56, 75, 76, 77, 78].
Les qualités tribologiques de I'ER doivent alors étre prises en compte [59, 58, 83).

Un mode de fonctionnement, considéré optimal, des ER en phase visquense est
celui nommé « squeeze flow » : le fluide est interposé entre deux surfaces planes
paralléles se déplagant suivant leur normale et il est laissé libre de s’écouler

3(Cette section du chapitre résume [2, 48] (voir p. xiii et suiv.).
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autrement [10, 21, 66, 51, 68, 69, 67, 92, 101]. La faihle compressibilité voli-
mique de la, matrice fluide et le rapport entre le volume comprimé et les surfaces
par lesquelles P'écovlement est bermis engendre une amplification de la vitesse
d'écoulement et donc des effets dissipatifs,

D’autres propositions sont relatives 4 I'emploi des ER comme actionnenr de
Soupapes A hawte vitegse d'activation. Le controle du mouvement, dun piston se
fait alors par Pouverture et a fermeture de ces soupapes ayant fonction de frein
[88, 1190, 115, 114]. Dans ce cas le systéme actif agit sur Ia transition de phase
fluide-solide qui a lieu trés rapidement dans les ER.

2.3.2 Le projet d’un amortisseur électro-élastique

La mise en ceuvre de lalgorithme de contrgle présenté au §2.2.3 nécessite un
systéme mécanique pouvant changer soudainement de raideur quatre foig dans
un période d’oscillation. Par exemple pour amortir npe oscillation de fréquence
25Hz le systéme doit changer sa raideur tout les 100-8me de seconde avec un
ternps d'activation du changement inférieyr Alms. On remarque que des essais
numérigues ont montré que I'algorithme est stable pour unretard du changemeng
de raideur inférienr au huitidme de cycle, mais le taux d’amortissement obtenn
est d'autant plus grand que ce changement se fait 3 Vinstant d1q,

Voiei les fonctions fondamentales de {'amortissenr qui a été réaliss .

— interface A raideur variable, constitué d'yn ER sous tension électrique uniforme
Jjusqu’s 3 = S5kv,;

— interrupteur électronique, avec temps d’activation inférieur ou égal 3 1094

 brocesseur suivant Palgorithme de contréle du §2.2.3 élaborant Pinformation
fournie par des capteurs de déplacement.

Le systéme qui a été congy et réalisé et composé de trois Darties, une mécanique,

une €lectronique et upe informatique, ayant les fonctions déerites ci-dessus.

Du point de vue mécanique Pamortisseur est composé de deux €Orps pouvant se
translater 1'un par rapport & I'autre suivant un axe donné. Les deyx Corps sout
électriquement séparés, leur jonction mécanique se fait bar une cavité contenant
un ER, confipurée ep trois couronnes cylindrigues coucentriques, alignées sur
I'axe de translation, dont 'épaisseur est de 1 mm, Un mouvement relatif des deux
COIPS entraine le cisaillement dy ER dans les couronnes cylindriques et aussi g
déformation d'un systéme élastique passif auxiliaire.

Le composant principal de 13 partie électriqie du systéme est un interrupteur,
dornt les conditions de travail sont celles prévues pour le systéme. I, Interrupteur

& l'instant du changement de raidenr du ER est partiellement transformée en
énergie dn champ électrique of ensuite dissipée par effot Joule sur des résistances
prévues & cet effet.

Le lecteur est renvoyé i la note technique citée en début de section, [4 8], pour une
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description détaillée de appareillage expérimental congu et réalisé. Les résultats
des essais suivants les algorithmes décrits au §2.2.3 ne sont pas encore dispo-
nibles.

2.4 Gyrocontinus : milieux continus munis de
micro-gyroscopes

On appelle « gyrocontinus » un milieu continu muni d'un grand nombre de {pe-
tits) volants, de sorte que son mouvement soit influencé par les réactions gyro-
scopiques et donc, dans certains limites, sera contrdlable par le biais de la vitesse
angulaire des volants ou par leur orientation dans 'élément de matiere (*).

Pour la modélisation mathématique d’un tel systdme on imagine un corps ma-
tériel dont tous les éléments sont munis d’un volant; 1'écriture des équations
du mouvement de ce corps se fait aisément dans le formalisme des milieux avec
microstructure lagrangienne, en considérant un milieu continu dont les points
ont les trois degrés de liberté de translation plus trois degrés de liberté liés &
la rotation du volant. Le modele ainsi bati s’apparente & celui des milieux de
Cosserat, mais la nature matérielle de I'axe de rotation qui caractérise les points
du milieu modifie de fagon importante la structure des équations de bilan par
rapport au cas classique.

L’étude contenue en [J] formalise et généralise les idées présentées dans [30, 29]
avec une attention particulidre au probléme du calcul par éléments finis des
structures adrospatiales. Ces travaux montrent que 1’emploi des gyrocontinus
pour I'amortissement des vibration est queique peu contraint par la complexité
du probléme a traiter; ceci a limité l'intérét technique vers le développement
d’études ultérieurs sur ces systémes. Dans nos travaux nous avoils montré que
I'application de la théorie générale & des cas particuliers {propagation d’ondes
planes, poutres, chaines lourdes) peut mener & des résultats intéressants, intui-
tivemnent moins évidents, dont la retombée technologique mérite d’étre explorée.

2.4.1 Kquations de bilan

Pour Pécriture des équations de bilan du gyrocontinu, on considére chague
Slément matériel du milien comme composé d'un volant parfaitement rigide
et d'une capsule déformable. Les deux composants sont reliés, par des liaisons
éventuellement, souples et contrdlables, de fagon que leurs barycentres coincident
toujours dans le mouvement. L'ensernble des capsules forme l'ossature du mi-
lieu : toute capsule est considérée étre complétement entrainée par le mouvement
macroscopique et on imagine qu'une description affine de sa déformation, coinci-
dente avec 1a déformation locale du milieu, suffit. Grace aux liaisons souples et
contrélables, les volants ne sont que partiellement entrainés par le mouvement

4Dans cette section du chapitre on résume les résultats présentés dans les publications
figurantes dans la liste donnée 2 p. xiii et suiv. avec les ruméros [9, 25, 24].
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des capsules : l'entrainement est considéré complet pour ce qui concerne les
translations, mais i dépend des choix du contréle pour les rotations.

Pour décrire le mouvement des volants, introduisons une direction de référence
de laxe de rotation, le verseur g., et un plan qui contient cette direction, dont
la, normale est le verseur a,. Par définition ces directions sont attachées a la
capsule qui soutient le volant. Lorsque le mouvement macroscopique se fait avec
gradient F, la capsule supportant le volant suit ce mouvement et cause donc une
rotation d’entrainement € des axes par rapport auxquels est décrite la rotation
du volant :

&, F Ta.

._ Fg. _
E= Fg.]* &= [FTa.]"

{2.20)
Q=¢eg +a®a, +AXE) @ (a, X g).

La rotation absolue des volants est donc donnée par Q = GQ, olt G est la
rotation relative par rapport & la capsule, qui peut étre considérée une variable
de controle. On imagine alors les cas suivants

0 rotations relatives complétement libres et éventuellement contrélées,

1 précession relative toujours nulle, vitesse de rotation autour de I'axe de
fixation du volant libre et éventuellement contrélée (Liaison cinématique
1},
2 précession relative nulle et vitesse de rotation autour du dit axe constante
(Liaison cinématique 2).
Dans le cas 1 et 2 § est un vecteur propre de G et la vitesse relative du volant
w” est paralléle & la direction actuelle de Paxe du volant g = §:

—Heg o 3 é
G=¢e"%, w =0g (2.21}
T 1
o a . F m 4 9 - A n
vee 8 anglo de rotation autour de &, mesurd & partir du plan normal 4 2

Le couple d'inertie par unité de masse en configuration actuelle est
byg = (Jw} ; (2.22)

J tenseur d'inertie du volant par unité de masse en configuration actuelle (o,
Qg € E{):

J=mgegt+twl-gg) (2.23)
et w taux de rotation absolue :

w=w"+ Gw®,
. (2.24)
w'= féeGGT, w' = —%EQQT.

W' g%6crit en fonction de la vitesse angulaire w et de la vitesse relative de
précession yp; w* est fonction du gradient de vitesse macroscopique L ;

1
W:wg+'}'gxp4§(e+ﬂ’lT)L, (2.25)
oll

h = —goek—[(ed)®E" +a®ed
b [(e8) @A]T - 25ym(a® &) ® (3 x &) (2:26)
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Les équations de bilan de la quantité de mouvement de translation (macro) et
de rotation {micro) et I'équation d’objectivité des efforts intérieurs {ou bilan du
moment de la quantité de mouvement micro et macro) en configuration actuelle
sont :

divT + pb = pv + Lpdiviple + h)(GTby,)] ,

—C+divs+p8 = pfr,
(2.27)

—Z + div8 + qu = PBIq s

eT = GTz+ (gradGT)S |

olt T est la contrainte de Cauchy (qui peut — dans ce cas — ne pas étre symétrique),
z est le couple équilibré interne (un vecteur couple par unité de volume), S est
la. micro-contrainte (un tenseur d'ordre deux qui donne un couple par unité de
surface orientée), b et by = Sg + Bq sont les actions extérieures (force et couple
par unité de masse respectivement), br, = frg + by, est le couple d’inertie
due aux volants. Dans P'écriture de (2.27) nous avons utilisé la décomposition
géométrique :

z = (g-+gxz— (8- gradg)g + 2skw|( gradg)S]g,
(2.28)

5 = s®g- (eg)S,

pour seuligner le réle des composantes axiales et normales & Paxe de rotation
des couples agissants sur les volants.

Pour le caleul des réactions aux lisisons décrites précédemment on considére
toute action interne comme Ia somme d’une composante active et une réactive
et on impose que la puissance des réactions soit nulle dans tout mouvement
permis par les liaisons.

Dans le cas de la laison cinématique (0), les partie réactives de ¢, s et S sont

r T
nulles ; les autres réactions possibles, T et Z (partics réactives de T et &), satisfont
P'éguation

T= (e +h)(G¥ (gx 7)). (2.29)

b=

On peut alors écrire les équations de bilan (2.27) en faisant apparaitre les va-
riables constitutives purement actives que P'on dénote désormais par T, ¢, s, 2, S,
z et S (dans I'équation (2.27) et jusqu'a maintenant les mémes symboles ont été
utilisés pour les variables constitutives contenant éventuellement des réactions;
on allége ainsi la notation, en mettant le lecteur en garde contre toute possible
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confusion) :

div[T - e+ h)(GT(gx B)] + pb = p¥ + s div[p(e +h) (G b)) ,
~(+ divs+p8 = pfr,
7 +divS + pb, = pbyy,

eT = GTz4 (gradG™)S.

(2.30)
Si on considére les hypothése constitutives :
Z=0,8=0,8=0, (2.31)
et ’hypothése sur les conditions de chargement :
b, =0, (2.32)

par la troisiéme des équations (2.30) on calcule la réaction dans les rotules sup-
portant le volant

T -
= z=pbyq = pbiy X &, (2.33)

et les équations de bilan se réduisent & (w* vitesse angulaire d’entrainement qui,
dans les cas imaginés d'intérét pratique est w® € w) :

div[T — §p(e + h)[GT(bry + g x bry x g)] +pb = oV,
L +pB = por(w+w),
eT = (&.

(2.34)

La seconde des équations (2.34) représente le bilan de la guantité de mouvement
de rotation autour de I'axe des volants; par cette équation on peur calculer le
couple extérienr B qu’il faut donner pour contrdler la vitesse de rotation du
volant. Par exemple, si ¢ est due & des pertes visqueuses internes, en prenant
(= —nw et w° < w, on obtient :

gw Fh=a. (2.35)

Avec 1a liaison cinématique 2 et dans les hypothéses :
1 les volants ont un axe de rotation privilégié : ag < o,

2 la contribution due au taux de déformation de la capsule dans 1'énergie
cinétique des éléments matériels est négligeable,

3 la composante du taux de rotation absolue sur I'axe gyroscopique est due
a la seule vitesse de rotation des volants (qui est trés grande par rapport
& la composante du taux de rotation d’entrainement sur cet axe),

4 le taux de rotation d’entrainement est du essentiellement au rotationnel
du champs de vitesse macroscopique,
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5 le taux de variation de ce rotationnel est normal 4 g,
on a fAr = 0 (le couple extérieur pfg doit seulement équilibrer les pertes dues &

C) et
1
by, ~ CIWE X rotv, (2.36)

et donc g xby, xg = by,. Dans ces conditions la force de volume due aux couples
d’inertie des gyroscopes prend la forme simplifiée proposée dans [30, 29] :

—divjp(e + h}(GTby,)] ~ %rot(paiwg X Totv) . (2.37)
L’équation de bilan de la quantité de mouvement de translation (2.34)' devient :
div[T — %palwe(g x rotv)] + pb = pv ; (2.38)

en configuration de référence :
Div|[P — %p*alw@.(g* x Rot )] + pu T~ Tb = p.it, (2.39)

ol P = (detF)F~"TF~! est la contrainte de Piola-Kirchooff et les lettres ma-
Jjuscules indiguent de dérivations en configuration de référence.

Les équations {2.38) et (2.39) montrent une contribution contrélable (linéaire par
rapport au contrdle w) sous Popérateur de divergence, dans P'esprit du probléme
des matériaux contrélables posé au §2.1. On imagine aisément que les besoins
énergétiques liés aux variations de w (vitesse angulaire des volants) peuvent étre
rempli par un systéme extérieur dont la description n’est pas nécessaire pur
la recherche de solutions de contrdle du gyrocontimi. Toujours dans 1'esprit du
probléme introduit an §2.1 et avec les arguments physiques valables énumérés
ci-dessus, on a supposé, en choisissant expression (2.36) des couples d'inertie
gyroscopiques, Peffet inverse (action du champ de vitesse du milieu sur le taux
de rotation des volants) négligeable dans 'étude du systéme, alors que I'effet
directe (action du taux de rotation des volants sur le mouvement macroscopique
du milieu) n'a pas été négligé.

2.4.2 Ondes planes

On considére un matériau dlastique linéaire homogéne et isotrope, avec coef-
ficients de Lamé A et p, et on étudie les petites perturbaticns de son état
d’équilibre naturel, avec u champ de déplacement, en négligeant les forces de
volume b et en prenant la loi de comportement s = 0 (qui est le cas le plus vrai-
semblable lorsque l'on considére des microstructures artificielles). On se place
dans le cas de Ia Liaison cinématique 2 et on tient compte de Iexpression ap-
prochée (2.37) de la force d’inertie due aux volants :

1
pa—pAu— (A + p) grad diva — %rot[ak x roti -+ {gradk)a] = 0; (2.40)

k = paiwg est ici la variable de contréle, que 1'on considére constante et uniforme
par morceaux. On considére un repére avec le premier axe suivant g et on cherche
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les solutions de (2.40) qui ne dépendent que de x; et du temps 7 :
P rr — (A 4+ 20U =0 )
Plig rr — iz 11 — %l—wus,nr =0 ,
oz — puail + EFua - =0,
sous la forme (7 € {1,2,3}) :
u; = exp(X;&1 +T) (2.41)

avec y; el ¢ nombres complexes vérifiant les conditions :

2
2 _pst
X3 A2 T 0 H

g C2
X3+ - B =0, (2.42)
2
X5 - ‘ZL”CX§~%"=0 '
qui donnent :
X1 = G4/ )\-fiz,u ’
(2.43)
— £ 1- Pﬂdl;“; _ £ Lt ,m4uw§
Xﬁ*g\/; THEEER X3—§\/: THELTEE -
Si ¢ est un nombre imaginaire pur, ¢ = io, ¢ € R*, i? = —1, on obtient
Relxa] = —Re[xa), Im{xa] = Im[xs] et
s fue U (B -1 T g
== L 2.44
X3 011’ 2 f _[Ealwa)g ’ ( )

viT

et donc w # 0 = Re[x;] # 0. Ce résultat montre que si w 7 0 solutions du type
(2.41) sont toujours possibles, mais avec x3 et X3 qui ne sont pas des imaginaires
purs, ce qui implique une croissance ou une décroissance exponentielle de la
solution le long de z;. Les parties réelles de xa2 et x3 étant opposées, si la solution
décroit en direction de x5 elle décroit en direction zg et vice versa.

Dans la figure 2.4 on trace les parties réelle et imaginaire de la solution (2.44)
en fonction de %‘;’fﬂ ; les asymptotes passent par E“Tlﬂ“ﬂ = +1.

2.4.3 Chaines gyrocontinues

Les équations d’équilibre de la chaine avec volants sont obtenues par intégration
des équations du cas tridimensionnel, sous des hypothéses approprifes a la
géométrie et & la cinématique de la chaine.

Soit %, un segment de longueur unitaire parallle, pour fixer les idées, & e,
représentant la fibre moyenne de la chaine; soit £, une coordonnée sur ce seg-
ment. Le mouvement de la chaine est une application {régnliére suivant les
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-4+

F1G. 2.4 - Courbes Re (K{f gﬁ) (en bas) et Im (%1 / g—pﬁ } (en haut) en fonction

4
X1 WEF
de 2522

nécessitées usuelles) de &, a la configuration actuelle % ; soit ¢ la coordonnée
curviligne sur .%.

Pour décrire le méme corps comme un milieu tridimensionnel, soit z, € 4.
et # € & les emplacements de référence et actuels de ses points. Les deux
représentations sont reliée par z,,; = £.. Pour tout £, € %, la section droite
A, (£.) est T'ensemble des particules (£, Teg, Tus) € B,

On fait I'hypothése qu'il n’y a pas d'actions extérieures agissant sur la sur-
face des sections droites et que la masse de chaque section se conserve. Pour
simplifier davantage le probléme on considére la densité de masse nniforme en
configuration de référence. L'intégration de (2.39) sur la surface &7 .(£.) conduit
4 P'introduction des fonctions de £, et du temps suivantes : tension n, densité de
masse par unité de longueur j, (constante par hypothése), force massique b et
position du barycentre des sections droites % :

n = [, Ped(area).,
po = [, pedlarea).,

) (2.45)
b = S f,  pF Thd{area).,

(=11
Il

ﬁ% [, pexdiarea). .

Le bilan de la quantité de mouvement s'écrit (les dérivées par rapport 4 £.
sont notées par I'indice 1; on négligera désormais ’écriture de I'indice 1 dans la
premiére valeur propre du tenseur d’inertie des volants et on prendra o toujours
constant} :

n; +p.b=pi+ %f p-aDiviwe(g, x Rot )| d{area). . (2.46)
o
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Par hypothése les axes de rotation des volants suivent la direction tangente & la
chaine :

dz.
. = = 0 . o —g = . 2.47
= 0 E=g-7 (2.47)

Supposons la chaine en équilibre dans sa configuration de référence et considérons
des petits déplacements u = I — Z. autour de cette configuration; soit e; 1'axe
vertical (dirigé vers le haut), v l'accélération de la gravité et b= —ver. L'ex-
pression simplifiée de la force due & l'inertie des volants est alors :

0
1 1
—5¢ rot{wg x roté} = za | —(wis )1 | - (2.48)
(wz,1),1

La premidre équation scalaire (2.46) ci-dessus donne ny = Bi(v + vz1) (Ao
étant une charge donnde & U'extrémité de la chaine); en prenant

1
n=nmn; | tz1 (2.49)
U3,1

les deux autres équations deviennent (U'indice de dérivée 7 dénote une dérivée
partielle par rapport au temps} :

tg,rr + (Yo + ¥71)us1] 1 + dalwusir)1 = 0,
(2.50)
U vsrr + (0 + 70 )usa] s — golwuz i), = 0.
Dang ces équations, w est une fonction de contrdle.
5i on cherche des solutions en forme d’onde & vis :
ug = cos{Ary —¢7), us = sin{Az; —¢7), {2.51)

avec A et ¢ nombres complexes, on obtient les équations du contrdle qui permet
la propagation, avec vitesse ¢, d’ondes de ce type -

ag

(wo constante réelle arbitraire) et les courbes de dispersion (voir figure 2.5) :
<

A/ o — Foswo

11 faut noter que des ondes de longueur infinie peuvent se propager & vitesse finie
siwg = %‘ : des oscillations résultent pour des wp plus grand si ¢ € R,

A= i (2.53)
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ey
L L e * I T B LY |

-1/

¥

F1a. 2.5 - Courbes de dispersion de la chaine lourde contrélée; & droite de la
ligne </,/% = 1 on reporte les cas des ondes ayant une longueur d’onde réelle
pour %awe €{1.0,1.1,1.2,..,, 1.9, 2.0}, & gauche de cette méme ligne on a les
cas avec longueur d’onde imaginaire pour %awo €{0.0,0.1,0.2,...,0.9, 1.0}.

2.4.4 Poutres gyrocontinues

Considérons une poutre d'Buler-Bernoulli, en hypothése de petites perturba-
tions, c'est & dire, si u est le déplacement et z; P'axe de la poutre :

w1 = U — g3 — U120
ta = U ;4= ﬂ(ml, 7). (2.54)
Uy = g

En prenant zz et x3 axes principaux d'inertie, avec comme origine le centre
de gravité de la section, en appelant ps et ps les rayons d’inertie de la section
droite, £' le module d"Young du matériau constituant, en négligeant I'inertie de
rotation des sections droites de la poutre et en prenant la forme simplifiée des
forces d’inertie gyroscopiques qui est valable lorsque les axes des volants suivent
des directions matérielles et si leur taux de rotation est constant dans le temps
et uniforme dans I'espace (Liaison cinématique 2), on obtient les deux équations
du mouvement latéral de la poutre :

= Ep} - 1 = = 0
Ugrr + = Plzi111 + 0wz g, = 0,

(2.55)

\
o

— B 1 -
Bgrr + 523001 — gowla ny

Si la poutre est simplement appuyée aux extrémités =z = 0 et 2 = Z, ses oscilla-
tions auront une longueur d’onde qui sera une fraction entidre de /w :

Uz = exp(£iE + £ Liger),
(2.56)
Gy = exp(£i%5F + L LioyT)

(Lg et itz €, Ty, T3, oo et o3 € IR)
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Les équations (2.55) donnent :

L—Qg(da_.”r)ﬁm 1
T2 2vax /) gy T

Ep2 aw ‘ I
DB+ (P2 + 2 238 = (3) 03 (2.57)

Z —
Eed i+ (92)7(2) %8 + 2522 203i5(2) a8

La premiére équation donne le temps caractéristique de I'amortissement ou de
Pexcitation des vibrations (72 et 73 étant de signe opposé les mouvements seront
amortis dans une direction et excités dans Vautre). I'effet gyroscopique croit en
progression géométrique avec le mode.

Le deuxiéme couple d’équations dans (2.57) donne les fréquences o3 et o3, pour
{13, t3) donnés dans 72 . Des solutions synchrones des deux mouvements ortho-
gonaux existent sous la condition :

2 2
Lo LN Epy (2.58)
2 2 p
Ep2 Ep?
\/E < % < adi} , (2'59)
p 2 p

leur longueurs d’onde satisfont la condition :

Ept  ow Ep2 ow
af =Py Mg Al P2 )2 2.60
il = (G =il = (R (2:60)

que 'on peut comparer avec celle ducas w=20:

Ol

2 _ P2 (2.61)
L3 03

Un type particulier de solution est avec des temps caractéristiques égaux {en
valeur absolue) :
|| = |Tal =T = taoz= tia02; (2.62)

qui entraine (cf. {2.57)):

Ep} i PR i x
|24 4 (e@mpra a4 = (2,
(2.63)
Ep? ~
(22 4 (gpy2mPa o)) = ().

Si la poutre est également rigide dans toute direction pz = ps = p, il existe des
solutions de type 2.63; alors o9 =03 =0, te =tz =l el (voir figure 2.6) :

Ep? aw

)? =35 2. (2.64)
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Des ondes 4 vis, c’est A dire des ondes du type
LNE Y
uz = cos(~—— +or), ug = sin{~-> +o7), {2.65)
z Z

avec courbes de dispersion (voir figure 2.7) :

= 42 :‘3)2 ow L (a_“")z E_ﬁz 2.66
¢=H (m ( 2 2/ T, ) (2.66)
peuvent se propager dans ces poutres.

Il faut noter que tout choix de w > 0 donne deux ondes & vis se propageant en
avant le long de la poutre et deux se propageant en arriére ; si on les indique par

les indices A et B :
2 ~144/14+ B2 (22
La sl , (&) . (2.67)

2 -
l<al 1+\/1+'Ef_z(%)2

2.5 Monitorage et contrdle des batiments histo-
riques

2.5.1 Introduction

La réhabilitation et la conservation des ouvrages historiques, en particulier des
bitiments anciens, se confrontent souvent au besoin de conservation des traces
que I'histoire a marquées sur lewy structure, témoignant de leur vie ot lni donnant
le sens de véritable documents historiques dont la fonction doit étre conservée

(%).

SLes sujets présentés dans ce chapitre font 'objet des publications figurantes dans la liste
dennée & p. xiii et suiv, avec les numéros (30, 15, 32, 34, 327.

200
1'?5/

25/

5 10 15 20

F1G. 2.6 - Tracé de la courbe 32, fjj%ﬁ en fonction de , /#E%aw fort=1,...,7.
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14 4
12 4
10 [4

Fi1G. 2.7 - Tracé de la courbe J%\/lg en fonction de ¢Z for f—ﬁwﬁw e {0, 2°,
..+, 28}, La ligne en petits traits gras est relative au cas w = 0; pour w — o0 on
a les deux solutions Hmites ¢ = 0 Ve et L = 0 V.

Dans ce cadre apparait le besoin d’'une approche nouvelle de la réhabilitation
des structures anciennes, capable de conserver - tant que possible — leurs dégra-
dations et méme lewr défaut de construction et de conception, afin de laisser aux
générations suivantes des traces les plus intégres que possible du passé.

Cette approche peut faire appel aux développements les plus récents des appli-
cations de I'électronique et de I'informatique & la mécanique des structures et
des matériaux, en employant des systémes actifs et des systémes de monitorage
continu pour le contrdle de ces structures. Dans ce cadre j'ai organisé et suivi
le projet Firmitas & I'Institu pour I'Elahoration de 'Information du Conseil
National des Recherches Italien, visant au projet et & la réalisation de systémes
de monitorage et contrdle de bitiments anciens, avec applications & des cas par-
ticuliers. Parmi ccs

du Maggior Consiglio dans le Palais Ducal de Génes qui sera l'objet de cette
section du chapitre.

cos cas il a 644 traité celni de la volite en maconnerie du Salon

La réhabilitation structurelle des batiments anciens en magonnerie demande
souvent 'introduction de structures auxiliaires dont la compatibilité avec les
dléments existants devient crucial. Par exemple les laisons entre les deux struc-
tures doivent étre prévue pour éviter des concentrations de contrainte, de la
localisation de P'endommagement, etc.

L'attention croissante aux structures auxiliaires comtrdlées {voir par exemple
[81]) est alors motivée par le besoin de répondre 4 des conditions de chargement
peu quantifiables. L'emploi des telles structures demande la définition d'une
stratégie de contréle et le projet d'un systéme capable de mettre en ccuvre la-
dite stratégie. En général des algorithmes basés sur le retour d’information du
systéme (feedback) sont nécessaires & cause de la faible capacité prévisionnelle
des modales mathématiques disponibles pour les structures plus complexes en
magonnerie et pour le manque d'information sur la constitution de ces structures.

En tout cas, 3 cause du comportement en général non linéaire des structures en
objet, un modéle mathématique performant doit étre inclus dans le systéme de
contrdle, & fin de prévoir les effets des actions de contrdle sur la structure avant
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leur application. En fait ces actions doivent étre contraintes pour éviter qu'elles
n'entrainent des dégradations de la structure.

2.5.2 Le contréle de la voiite du Salon du Maggior Consi-
glio dans le Palais Ducal de Génes

Historique et introduction du probléme

La voiite du Salon du Maggior Consiglio dans le Palais Ducal de Génes fut
construite suite & la destruction par un incendie d'une grande partie du Palais
en 1777. Pour réduire la vulnérabilité au feu du nouvean batiment, 1’architecte
Simene Cantoni projeta une structure entidrement en maconnerie pour couvrir
la surface de 17 m x 35 m de la Grande Salle du Palais; pour des raisons
techniques et artistiques deux voiites superposées furent prévues et construites.
Mais déja en 1783 la volite intérieure (ayant fonction de plafond) donna des
signes de faiblesse et des tassermnents localisés apparaissent. Quatre tivants furent
alors mis en place pour réduire la poussée des arcs supérieurs sur le mur de la
facade Sud du Palais soutenant la voiite,

En supposant que cette poussée soit la canse des abaissements qui se poursuivent
dans le temps, la couverture extérieure en magonnerie fut démontée en 1861,
alors que Ignazio Gardella projeta et réalisa un toit avec structure en treillis
métallique. Les quatre arches de la volite intérieure restant en place furent reliés
au treillis en dessus avec des tirants en acier, la facade fut modifiée pour inclure
des contreforts en forme de colonnade. Bien que ralentie, la dégradation de la
voiite du plafond ne fut pas arrétée.

En 1992, lors de la dernidre réhabilitation de la structure, les murs supportant
la voiite furent renforcés par un chainage, par des injections et par des micro-
poteaux; des poutres auxiliaires en treillis furent interposées entre la voiite du
XVII® et le toit du XIX® siecle et relides 4 la premiére par un nombre élevé de
tirants en ressort (¢f. {23, 82).

Ayjourd’hui, bien que le risque de rupture soit raisonnablement réduit, on ob-
serve un endommagement progressif des pltres du plafond. Une campagne de
mesure menée en 1992 a montré upe corrélation importante entre les mouve-
ments de la voiite et le température extérieure : le confinement latéral réalisé
par les murs et le chainage contraint la voiite & se déplacer essenticllement en
vertical, localisant. ainsi la déformation dans les zones endommagées {ayant la
courbure la plus élevée).

Pour réduire la progression du dommage, on peut imaginer la mise en place
d'un systéme de contréle actif qui, en réagissant aux variations de température
extérieure, agisse sur la voiite moyennant des tirants actifs mis & la place des
ressorts qui relient actuellement la voiite A la structure auxiliaire construite en
1962,

On a étudié la falsabilité d'un tel controle avec un résultat positif. A cette fin on
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a établi un modéle de calcul aux éléments finis de la structure (sous contrainte
de réduction du nombre de degrés de liberté pour inclusion dans un systeéme
de contrdle fonctionnant en situs), on a défini une stratégie du contrdle et on
a évalué les effets du contrdle sur les déplacements et sur les contraintes de la
voiite dans un cycle thermique représentatif d'une année de vie de la structure.

Dans la suite de cette section on donne les éléments fondamentaux des passages
décrits ci-dessus.

Modegle de caleul aux éléments finis

Description de la structure Un modéle aux éléments finis de la structure
doit 8tre défini afin de pouvoir mener les calculs en ligne nécessaires pour Pal-
gorithme de contréle. Désirant donc minimiser Veffort de calcul, on se restreint
& Ia modélisation d’une section droite de la voiite, des murs supportant celle-ci
jusqu’an niveau de 'étage de la Salle, et d'une poutre de la structure auxiliaire,
en hypotheése de petites perturbations et de déformations planes et en statique.

La structure de 1778 se compose de six nervures en arc 4 trois centres, appuyées
sur les grands cotés de la Salle, dont deux couples centraux partagent la voiite en
trois parties de surface presque égale; des nervures en arc butant relient chacune
des deux autres nervures aux murs des petits cotés de la Salle. Des voiles de
magonnerie couvrent les surfaces entre nervures. Chacun des deux couples de
nervures centrales a subit une déflexion importante du coté de la fagade, suivie
par les voiles voising, de sorte gue deux bosses (avec concavité vers le haut) sont
visibles dans la volite. On considére une section de cette structure contenant
une nerviure ; la maille en éléments finis est constituée d’éléments triangulaires a
six noeuds et est divisée en cing portions avec direction d’anisotropie différente
{cette direction est radiale dans la courbe de la voiite; voir le §2.5.2 ci-dessous
pour plus d’explications sur T'anisotropie).

La structure auxiliaire construite en 1992 se compose de pouires d'acier en
treillis, posdes chacune sur chague nervure de la voitte. Ces poutres sont rotulées
anx extrémités et reliées par des plagues en acier au chainage en béton armé placé
au sommet des murs soutenant la voiite. Le treillis surmontant une nervure est
modelé par des éléments de poutre d’Euler-Bernoulli avec sept nceuds.

On envisage la collocation de dix actionneurs de force (véring hydrauliques, par
exemple) pour relier chaque poutre 4 la nervure sous jacente. Ces actionneurs
sont modélisés comme des barres pré-tendues de faible raideur ; les pré-tensions
jouent le réle de vartables de contréle et sont supposées limitées (en valeur ab-
solue) pour des raisons de sécurité de l'encrage des barres i la voilte.

La structure du toit n'est représentée que par les efforts statiques qu’elle trans-
met au dits murs (forces verticales de 22.450kN et poussées horizontales de
47.069 kN). Des ressorts sont introduits aux contours pour représenter de fagon
approchée Veffet de confinement latéral donné par le chainage (raideur 1.857 MN/m),
la colonnade de la facade (ayant fonction de butée), les structures voisines de la
Salle du Minor Consiglio et les murs sous Pétage de la Salle (raideur 91.937 MN/m).
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Le schéma statique adopté est donné en figure 2.8.

F1G. 2.8 - Schéma statique de la voiite.

Matériau Le modéle de comportement que I'on adopte pour la maconnerie
est celul d'un matérian élastique homogene anisotrope, avec un axe d’ortho-
trope dirigé suivant la normale aux lits de mortier. Ce modéle a été obtenu par
une étude s’appuyant sur I’homogénéisation & la Voigt du comportement d'un
matériau élastique stratifié, sous Phypothése que la contrainte dans les lits de
mortier soit uniforme dans Pépaisseur {cf. [34]). (Des études sur un modéle plus
riche de ce matériaux, mais suffisamment simple pour une introduction dans des
calculs de grande taille, ont été présentées dans |50, 26}).

Les phénoménes non élastiques sont exclus & priori de ’analyse, car on estime
le controle capable de maintenir la structure, sous les chargements étudiés, dans
les limites des processus réversibles.

On dénote par A et B les deux couches types constituant la magonnerie, rangées
de briques et lit de mortier respectivement ; A et i seront les constantes de Lamé,
714 et ng les fractions volumiques des constituants (n4 +np = 1). Le tenseur de
souplesse élastique du matériau homogénéisé est

Su=(1-n8)81+n55", (2.68)

1 AA

— I — T @I 2.69
2u4 24204 +3X4) ( )

Sa=
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(I et I tenseurs identité du second et du quatriéme ordre respectivernent) et
_ pp(2pe+3de
¢,2

* ) o
57111 = 53020 = 102 =

. s _ uspmt+3is)
Stiza = Siass = ﬁfp{zﬁnﬁ) ’ (2.70)

* _ UBtAE 2X 2uptin
S3azy = %T+E9E+‘%5—‘1
S — g . _1

1313 — +~2323 — 2ug

¥

toute autre composante de $* étant donnée par symétrie ou nulle, et olt

 2uauat3ra)(AE (0 1) B +20R))

¢ N BT20R) ’
o 5a(@uatira)(ME- (it X HABH2HE])
P N piaCHat3Aa)—AAaT A E2ER) (2'71)

9 ia (2patBr ) (N (" +A" YA s+205))
T ABAa(patAa)—pauat3ha)(petAr) ”

Les résultats mumériques objet de cette section du chapitre ont été obtenus en
considérant des rangées de briques de 12 cm d’épaisseur, des lits de mortier de
5 mm, et les valeurs suivantes des coefficients d'élasticité des deux matériaux :
pa = 980MPa, A4 = 654MPa, up = 20MPa, Ap = 0 (en termes de module
d'Young et de rapport de Poisson nous avons : E4 = 2.352GPa, Eg = 0.060 GPa,
va =0.20,vg =0).

Les autres paramétres caractéristiques de la magonnerie et de Pacier utilisés dans
les calculs sont :

Magconnerie

densité 2000 kg m—>,
coéff. expansion thermique 8.107% °c™1,
conductibilité 0.813°C 1 m,
Acier :

module d"Young 2.1- 102 GPa,
rapport de Poisson 0.3,

densité 7865 kgm™?,

coéff. expansion thermique 10107 °C~1

Conditions de chargement Le seul chargement extérieur, en excluant le
contrdle, est de nature thermique. On considére des variations de température
sinusoidales représentant un cycle de U'hiver & I'été. Les conditions extréme du
cycle sont, en °C:

H E
temp. Salle 15 20
temp. grenier -5 40

temp. extérieure -5 30
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Probléme et algorithme de contréle

Position du probléme Soit u la liste des déplacements généralisés de la
structure, K sa matrice de raideur, f la liste des forces généralisées agissant sur
la structure. On considére une partition des degrés de liberté, avec indice u pour
les degrés sur lesquels le controle agit directement, z pour les degrés que I'on
veut contrler, et s pour les autres.

La matrice de raideur et les listes des forces et des déplacements sont ainsi
divisées en blocs :

K'u.'u K'u..": K'u,s fu
K= ng Krm Kms 3 f= fz , U= 1t . (272)
K, K, K. £,

Soit £1® le chargement thermique, £() les charges permanentes, et £ un
ensemble de forces de contrdle appliquées par les actionmeurs; par hypothése
£ = 0 et £ = 0. Soit u'® 1a solution due au chargement thermique {les
autres forces étant nulles), u'?? celle sous charge permanente, u® celle due au
controle. Pour une notation compacte on écrira les combinaisons des chargements
et les résultats relatifs, dans le cas linéaire, avec sommation des exposants :

£ =0 400 4 plo) = plOFrEe), (2.73)

lorsque le probléme n'est pas linéaire, on utilisera cette notation seulement pour
les incréments des déplacements et des forces.

Les forces de controle sont limitées pour des raisons technologiques, on fait I'hy-
pothese que toute liaison active admet la méme limite f en traction et compres-

sion : ) )

oll a, est le i-tme élément de laliste aet £, = £°77H%) (notons que la souplesse de
Pactionneur implique que les deax premiéres contributions & la force totale qu’il
exerce solent négligeables par rapport a la force de contrdle : | fugﬁ'“*”” | < | fuzm .
Les variations de température étant lentes, on considére que toute réaction de
contrdle suffisamment rapide soit de toutes fagon telle 4 ne pas générer des forces
d’inertie. Les effets non linéaires sont, supposés étre indépendants du temp phy-
sique (par exemple ouverture/fermeture quasi-statique de fissures, endommage-
ment induit par la déformation, ete.).

Controle linéaire optimal Dans un ecas simple les degrés de liberté « = » ot
« 1 » coincident ;

(2.75)

‘KES Kss
soit H =K, — KUSK;S1 K{s ; 8l le probléme est linéaire on obtient le systéme

condensé ; - -
Hu™ =£)"
- ! 2.76
{ ul® = —K;IKT i, (276)
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Une stratégie directe consiste alors & imposer, si possible, de telles forces de
contréle que lesdits degrés de liberté « v » restent toujours dans la position due
3 la charge permanente, c'est & dire que uy v 0 = 0, tandis que la force de
controle doit rester A sa valeur extréme si la valeur qu’il faudrait appliquer pour
obtenir le résultat ci-dessus dépassait cette limite :

—Hijuu_g:a) if —f < fug (9 _ m, g W< F,
ugﬁ-) o f'- if (“f+5‘) H_';'U-u_? (o) > JF (277)
—f if (’r—H?) + Hﬂmg 8) > f.

Ce méme algorithine demande peu de modifications si les degrés de liberté sur
lesquels on agit par les actionneurs ne coincident pas avec ceux que 'on veud
contrdler; en outre on peut avoir un indice de performance, par exemple une
fonction scalaire

¢ = (u, — w) T W(u, —w) (2.78)
4 minimiser par le choix de £ g8 , w et W étant choisis en fonction des objectifs
3 poursuivre (par exemple, w peut &tre une liste de déplacements généralisés
que l'on veut imposer et W une matrice diagonale avec des termes dominants
en correspondance des degrés de liberté que I'on veut controler avec plus de
rigueur).

Pour abréger la notation, soit

QI‘U. _ Ka:_r Kzs KL‘,:E
- T T 1
@SH Ka:s KSS K‘U.S
L 3 (2.79)
C = Kuu“[Kum Kus}[é 3
SU
— -1
Seu = @xC77,
it 8,y dénote la matrice de corrélation donnant un déplacoment géndralisé de

type « = » pour une force généralisée unité de type « u ».

1l convient aussi de distinguer les solutions du contrdle qui sont strictement a
I'intérienr du domaine admissible des forces de contrdle,

£ 0 fag < ¥, (2.80)
de celles qui touchent la fronti’ eredece
£9 0 Jfal = F Vi (2.81)
De méme pour Sq. ¢
S £ = 8,00 + 8ol (2.82)

Le minimum sous contrainte qu’il faut calculer pour un contréle & distance
lindaire et optimal est

. & d £ \fd
Min {olf 76 | Iful < 7 Vi)

¢(u§9'4"7), fén)) — {Squ(l”) + ugfﬂf) )TW(S (K} gﬁH—v) —w).

(2.83)
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Les conditions nécessaires qui en résultent sont remplies par les listes (£5*), £9°))
vérifiant (2.80), (2.81), et

ST WS,.of{” = 8T, W(w —ul’ ™) - 8T ws, £f{*)
(2.84)
ST W(w — ul*) - STLW(S,atl™ + Soafl”)| - sn(fa) > 0,

oll « sgn » dénote la signature du vecteur.

Le systéme [2.84) a ét¢ résolu pour tester la faisabilité du contrdle, en termes
d’amplitude des forces nécessaires et des déplacements contrélables ; la méthode
est peut intéressante pour I'application parce qu’elle s’appuie sur la connaissatice
de u,ff*m’) , qui peut difficilement se baser sur deg mesures directes ou faire appel
3 des évaluations numériques suffisamment précises. Les solutions pour w = ul’

et W matrice identité ont été montrées dans [84].

Contréle optimal instantané Une stratégie plus efficace pour les application
peut prévoir un retour d'information par mesure directe de 11, indice de }'état
actuel du systéme (algorithme de feedback). On considére ici une telle mesure
faisable dans le cas en étude, par exemple par instruments optigues.

Dans le cas d’un contrdle optimal instantané, les changements de Pexcitation
extérieure interviennent toujours lorsque le systéme se trouve en condition op-
timale sous le chargement précédent. Par conséquent il suffit de caleuler les
changement des forces de contrdle qui répondent au mieux au dits changements
de l'excitation; une formulation incrémentale du probléme est alors suffisante.

On définit P'objectif de la minimisation, en tout instant, de la valeur absolue des
déplacements de type « z » (K peut dépendre du processus) :

Ku+f=0,
Min {fuei] | 1fud < F i}

N

(2.85)

(plus conditions au bord). Soit K la matrice de raideur tangente ; les définitions
de C, ®, S, sont considérées maintenant, avec K & la place de K, pour définir
les mairices tangentes C, @, S,

Pour un déplacement actuel u, si le chargement thermique varie de Af®), la
A N : 1 A gl8) .
réponse du systéme de contrle Afy;™ sera solution de :

Kv® + Af9) =,

Kyl + At =0, (256)
Min {jur + 0 + 0.0 | 1l < P}
Afle)

L’incrément du déplacement di & ces forces de contréle esi la solution du systéme
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condensé :
Gyl L Agl = o,

V.gfﬁ) = _ézuv’iﬁ): (287)
vi? = &,

Formellement le probléme dy contréle est réduit & la recherche d'une solution
de :

Min {[ux+v§c@)+§muAf1£”)i [ fudl gfw}, (2.88)
Ars)

ot v est la solution de
Kv(® 4 AF®) — ¢ (2.89)

En pratigue Ia matrice Sm et la liste u, v,ff) beuvent étre obtenues par

mesure directe. S,.,, matrice tangente de corrélation (de souplesse), donne les
déplacements généralisés de tyDe « T » correspondant & des forces unitées de type
€U »; on peut programmer des échantillonnages sur la structure {(par exemple
en utilisant les actionneur pour appliquer les forces tests) lorsque des varia-
tions significatives des déplacements mesurés suggérent le besoin d'une nouvelle
évaluation de la matrice tangente de corrélation.

La stratégie de contréle ci-dessus a, été programinée, suivant deux algorithmes :
— contrdle & boucle fermée (mesure du déplacement actuel),

~ contrdle & boucle ouverte (évaluation numérique du déplacement actuel).
Dans les deux cas il a été nécessaire de simuler la structure par le modeéle déerit
all §2.5.2. Une description détaillée des deux algorithmes est donnée dans [13.

Résultats et conclusions

Les résultats obtenus par le contréle direct présenté dans §2.5.2 montrent que I'on
peut obtenir une réduction trog importante du déplacement vertical des points
contrélés, tout en appliquant des forces de controle relativement modérées, en
dessous de 45KkN (cf [34]). Ce résultat nous a poussé vers la recherche de
stratégies de contrdle plus réalistes, telles que celle présentée au §2.5.2,

En particulier on a temu compte de deux objectifs possibleg qui peuvent étre

boursuivis en appliquant Ia stratégie §2.5.2, en fonction du choix des points

I >

— 10 points & I'extrados de la voiite sur lesquels les actionneurs agissent direc-
tement (les degrés de liberté « u » et «x » coincident; cible 1),

— 10 points dans Pintrados, choisis parmi ceux oty la déformation irréversible est
Dlus grande (cible 2).

En visant la cible 1, les résultats numeériques du contréle en boucle fermée et

ouverte sont essentiellernent équivalents dans la condition hivernale extréme,

alors qu'une faible différence apparait dans la condition estivale extréme. En

considérant une variation continue (sinusoidale) entre ces deux conditions, on a

aussi montré la fiabilité de lalgorithme avec boucle fermée {ef. [34]).
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Finalement, pour vérifier les effets collatéraux du contrdle (par exemple une
éventuelle augmentation sensible des contraintes), on a poursuivie une analyse
numérique compléte de la structure sous chargement thermique et contréle op-
timal (cible 2, algorithme & boucle fermée; of. [18).

Les résultats montrent eflicacité et la faisabilité du contrdle proposé; ils sont

donnés, dans l'ordre, pour les conditions extrémes d’été et d’hiver :

~ déformée de la structure (maillée) comparée avec son profil non déformé dans
le cas non contrdlé et controlé (figure 2.9, 2.10);

— déplacements verticaux des noeuds de la maille dans Uintrados de la voftite
dans les deux cas (figure 2.11};

— contraintes principales dans les noeuds dans intrados de la voiite dans les
deux cas (figure 2.12, 2.13).
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F1G. 2.11 — Comparaison des déplacement de I'intrados de la voiite en condition
extréme en été (en haut) et en hiver (en bas) avec ou sans controle {nceuds de
la maille en abscisses, les déplacements contrdlés sont indiqués avec marques en
losange}.
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I'1G. 2,12 — Comparaison des contraintes principales maximales dans Pintra-
dos de la voiite en condition extréme estivale (en haut) et hivernale (en bas),
sans contrdle (ligne continue normale) et avec contréle (ligne avec marques en

losange).
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F16. 2.13 - Comme en figure 2.12, mais pour la contrainte minimale,
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Chapitre 3

Contributions a analyse de
quelques questions
historiques dans la
mécanique des milieux
continus

3.1 Introduction

L'étude de Phistoire des sciences est fondamentale pour Ja compréhension des
problémes actuels; beaucoup de questions qui se posent dans la modélisation
des notveaux matériaux et processus ont ét¢ posées au début du XIX°® sizcle. En
particulier citons la modélisation continue de systémes discrets (voir les travaux
de Navicr, Poisson et Cauchy dans les années 1820) et les efforts faits pour
P'établissenent de lois de comportement non locales (ou au moins, non simples)
pour la modélisation de I’écoulement des cours d’eau (voir les travaux de Kleitz,
Levy, Saint—Venant).

La mécanique des milienx continus nait au début du XIX® sidcle grace sur-
tout & ’ceuvre de Navier, Poisson, Cauchy, en France, et de Green et Stokes en
Grande Bretagne. Les mécaniciens (ou géométres, comme ils aimaient s’appeler)
francais s'inspiraient d'une vision du monde basée sur 'idée d’action a faible
distance et de « molécule »(1). Cette vision représente le meilleur compromis
entre deux cosmologies apparemment. opposées et également supportées par le

*Dans la suite du texte on emploi de préférence le mot « porticule », car celui-ci garde
aunjourd’hui une signification suffisamment générale gui se raccorde bien & la vision de 1'état
de la matiére propre des mécaniciens post-illuministes. I1 s’agit d'une portion de matisre de
taille « ¢mperceptible », mais qui n’est pas forcement indivisible, et qui interagit & trés faible
distance avec d’autres pareils éléments de matiére.

63
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monde scientifigue du XVIII® sidcle : la philosophie cartésienne et le systéme
newtonien de 'univers.

Les racines culturefles des mécaniciens francais du début du XIX® sont done es-
sentiellement philosophiques, l'expérience physique sur les matériaux réels étant
trés réduite & I'époque. De cette vision abstraite nait une branche de la physique
mathématique, la. mécanique des milieux continus, qui prétend ensuite donner —
et donne effectivernent — des réponses efficaces dans des conditions pratiques les
plus diverses, de la construction des ponts & 1*écoulement des cours d’ea.

La grande généralité des résultats de Cauchy, Poisson, Navier - due justement A
leur origine philosophique abstraite — permet encore anjourd’hui leur application
dans la majorité des cas traites par I'ingénieur des matériaux et des structures.
Néanmoins des limites commencent 4 paraitre évidentes : la prise en compte
de la physique des matériaux est toujours quelque peu limitée & des propriétés
standard. Les matériaux poreux ou cristallisés ou avec microstructure d’autre
nature demandent la prise en compte d'effets qui ne sont pas traitables par
un simple modéle de milieu continu — dit aujourd’hui & la. Cauchy - Les au-
teurs connaissent ces limites : Poisson d’abord et Cauchy ensnite se posérent le
probléme de représenter les équations du mouvement des corps cristallisés. La
nature expirique des hypotheéses nécessaires pour obtenir un modéle 4 1a Cauchy
était et demeure évidente A la lecture de leurs ceuvres.

La pratique de Pingénieur qui suit les travaux cités a en partie oublié ses ra-
cines empiriques et a donné un caractére universel aux équations d’équilibre (ou
de conservation de la quantité de mouvement) écrites par Cauchy pour les mi-
lieux continus. I est trés important de lire les travaux des géomatres francais du
XIX*® siecle pour comprendre leurs hypothéses et, par conséquent, les limites de
leurs modéles. En plus cette lecture devient source d’inspiration pour U'éeriture
de modéles mathématiques des matériaux qui ne se prétent pas aux dites hy-
pothéses.

Dans la premiére sectlon de ce chapitre on analyse le panorama scientifique et
philosophique des géométres frangais du XIX® siécle, notamment vis-a-vis du
probléme central de la vision moléculaire et continue de la matiére (§3.2).

Dans la deuxiéme section, on étudie les approches de Cauchy, Saint-Venant et
Poincaré du probléme du passage d'un modale discret de la matidre & celui du
miliew continu pour les solides élastiques. Le résultat connu sous le nom de « re-
lations de Cauchy » est & la base de la querelle sur le nombre des constantes
d’élasticité qui caractérisa le déhat scientifique & la fin du XTX® sidcle, avec des
interventions remarquables au cours de la premidre moitié du XX°. 1l s’avire
que les démonstrations de ces auteurs ne sont pas complétes et gue, par ailleurs,
en partant de leurs hypothéses, on peut démontrer que les relations de Cau-
chy n’ont pas une valeur générale. Ce résultat renouvelle I'intérét de Uapproche
« moléculaire » qui n'est d'ailleurs pas lmité 4 la théorie de 1'élasticité (§3.3).

Dans la troisigme section du chapitre on présente une étude bibliographique sur
les premiers modeles de comportement non locaux. Cette ébude suggére que le ra-
Ientissement dans la proposition d’auntres théories de ce genre fut la conséquence
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d'une adversité culturelle d’origine tant philosophique que et pragmatique (§3.4).

3.2 Molécules et milieu continu

« Corpus voco rem omnem quae moveri et tangi potest et gua tan-
gentibus resistitur ». « Vacuum voco spotium omne per quod corpus
sine resistentic movetur » (cf. [65]).

Newton retient le dualisme entre « corpora» et « inane », contre la « Loi de
Continuité » des philosophes cartésiens et leibnitziens et de 'Eglise Catholigue.

« All these things being considered, it seems probable to me, that God
in the beginning formed Matter in solid, massy, hard, impenetrable,
movable particles, of such sizes and figures, and with such other prop-
erties, and in such proportion to space, as most conduced to the end
for which he formed them; and that these primitive particles, being
solids, are incomparably harder than any porous bodies compounded
of them; even so very hard, as never to wear or break in pieces; no
ordinary power being able to divide what God himself made one in
the first creation » {cf [72]).

Les particules constituant la matiére sont, pour Newton comme pour ces prédéces-
seurs atomistes, des petits corps solides indivisibles, ayant des formes bien définies
et occupant donc des regions petites, mais finies, de 'espace.

« It seems to me farther, that those particles have not only o force
of inertia accomponied with such passive laws of motion as natu-
rally result from that force, but also that they are moved by certain
active principles, such as is that of gravity, and that which couses fer-
mentation, and the cohesion of bodies. These principles I consider,
not as occult qualities, supposed to result from the specific forms of
things, but as general laws of nature, by which the things themselves
are formed; their truth appearing to us by phenomena, though their
causes be not yet discovered » (Ibid.).

« T use the word Attraction in general, to denofe the foree with which
the bodies tend one towards the other, whatever the cause of this force
may be » (Ibid. ¢f. [4] vol. I p. 218},

Entre 1745 et 1758, Boscovich présenta sa philosophie naturelle, concevant la
matiére comme un ensemble de « points parfaitement indivisibles et inextensibles
{...] dispersés dans un immense vide » et muni d'une loi de force mutuelle et
d’une force d’inertie (¢f. [91, 4]). « L’espace entier n’est qu'un vide continu »,
dans lequel régne une loi de foree (lege virium) complétement identifiés avec la
matiere,



66 CHAPITRE 3. QUESTIONS HISTORIQUES

Donc Boscovich refuse en méme temps Newton et Descartes : si les forces mu-
tuelles croissent infiniment lorsque la distance entre particules décroit vers zéro,
alers la taille des ces particules doit étre nulle, car — autrement — une force in-
finie séparerait leurs parties; toujours gréice & cette force les chocs ne sont pas
possibles, ne pouvant y avoir que des changements continus des vitesses rela-
tives des particules. Donc « Natura non facit saltus » ni de la matitére au vide,
ni dans le mouvement. Le dualisme entre matitre et force et entre corps et vide
est simplement nié.

Bien que son « systéme » soit d’esprit Scolastique, lointain de la sensibilité scien-
tifique de son sidcle (c¢f. [102, 4]), Boscovich a le mérite d’avoir avancé des pas
décisifs pour combler la distance entre deux cosmologies opposées. Pour ses suc-
cesseurs il ne sera pas contradictoire de parler au méme temps d'atomes, de
continuité, de forces & distance, d’espace et de vide (cf. Historigue abrégée des
recherches sur la résistance et sur ['élasticité des corps solides dans [70] p. ezliif).

Les particules imaginées par les géométres frangais du début du XIX® siécle
s’apparentent & celles de Boscovich, sauf que (suivaut le principe de d’Alembert)
elles sont munies d’une masse plutdt que d'une force d'inertie et que la force &
distance qu'elles exercent est définie d’une facon hien plus claire que par les six
cas proposés par Boscovich (cf. [4] vol. T p. 226). Cette force est due 4 la somine
de Pattraction de la gravité de Newton et d'une répulsion due an « calorigue ».
Le rapport entre attractions et répulsions donne lieu aux états d'équilibre on
aux changements de phase. En cas de mouvement d'antres forces apparaissent,
expliquant la résistance des corps.

Poisson, qui en 1828 proclama V'intérét dans 1'établissement d’une « mécanique
physigue » analogue & la « mécanigue analytigue » de Lagrange (cf. [85]), écrit
quand la tiche lui semblait presque accomplie :

« Tous les corps sont formés de molécules disjointes, ¢’est-a-dire, de

parties de matiére pondérable, de grandeur insensible, séparées les

unes des autres par des pores ou espaces vides, dont les dimensions

sont aussi imperceptibles & nos sens » (cf. |86, 87]).
Navier; avec une vision plus pragmatique, déclara [76] :

<« Les corps paraissent étre composés de parties ou molécules, mainte-

nues & certaines distances les unes des autres par des forces opposées

qui se font mutuellement équilibre ».
Cauchy et de Saint-Venant (cf. [70] Appendix 111 et V) partageaient ce point
de vue : la continuité de la atiére était un artifice ou un résultat limite
mathématique, tandis que les particules était considérées parmi les « circons-
tances physiques qui tiennent & la nature intime des corps » {cf. {85 p. 363).

Dans la seconde moitié du sidcle Maxwell se servira du méme passage dans
’établissement de la théorie cinétique des gaz (cf. [102, 104]). Dans un gaz, la
matiére étant trés raréfiée, 'idée d’étudier des actions échangées A trés courte
distance perd son efficacité; les particules se déplacent la plus part du temps
dans le vide suivant leur chemin libre — sans interaction sensible avec des voisins
— et leurs chocs {variations trés rapides, mais continues, des vitesses de deux par-
ticules qui se rencontrent) deviennent les phénoménes tenant & 1'état, du systéme.
Pourtant la théorie de Maxwell demeure continue :
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« The kinetic gas, though Mazwell’s genius framed it upon on as-
tute combination of molecular and statistical ideas, is @ continuous
medium. The theory of the kinetic gas is o field theory, o theory in
which each physical quantity is represented by a smooth function of
time t and place X » (cf. [104]).

« Clearly the molecular scheme employed, however plausible it may
seem, is nol consistent with the principles of Newtonian mechanics.
If the intermolecular forces extend to infinity, then no encounter can
be binary, and the motion of any two molecules are influenced, though
passibly indeed not much, by the motions of all the rest » (cf. [104]).

Cest aussi le « possibly indeed not much », noté par Truesdell dans ses considera-
tions sur la théorie cinétique, qui permet aux géomeétres francais du XIX® siécle
de négliger les conséquences des problémes multi-corps en écrivant les condi-
tions d'équilibre entre point-masses newtoniens. C'est la possibilité de regarder
les masses comme uniformément reparties dans I'espace, pourvu qu'on considére
un ensemble suffisamment nombreux de particules, qui permet de décrire par
des flux surfaciques (c¢’est a dire par des fonctions absolument continues sur les
surfaces) des systémes de forces & distance. La démarche fut celle de I'ingénieur,
non du mathématicien : le modéle continu était tout simplement la meilleure
fagon de décrire la matitre, bien que artificielle; nos auteurs choisissaient de se
placer dans les hypothéses les plus fortes leur permettant ce passage, sans reve-
nir ensuite sur leurs pas pour contrdler si d’autres chemins s’ouvraient dans des
conditions intermédiaires.

Cest par conséquence de cet état d’esprit que P'acceptation ou le rejet de certains
de leurs arguments demeurent du domaine du sentiment physique plus que de
la preuve mathématique. L’objection de Poincaré & 1'hypothése que lui méme
attribua & de Saint-Venant, sur 'existence d’un potentiel somme de potentiels
dipdlaires, donne un exemiple bien connu de cette conséquence (cf. [84]).

Le débat sur les modéles du Huide et Peffort de de Saint-Venant pour effacer
toute trace de non-localité est aussi centré sur cette ambiguité. Une ambiguité
que le rasoir d’Occam fit pénétrer dans le corps de la science :

« Negue enim necesse est eas hypothéses esse veras; o ne veri-
similis quidem, sed sufficit hoc unum, si caleulum observationibus
congruentem exhibeant » (Copernic).

3.3 Les relations de Cauchy

3.3.1 Introduction

Les « géométres » francals — Navier, Cauchy, Poisson et, plus tard, Lamé, Cla-
peyron et Saint-Venant — bitissalent A& partir des années 20 du XIX® siécle
une théorie « moléculaire » de P'élasticité qui dut aussitdét se confronter & des
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contradictions expérimentales (?). Le nombre des constantes d’élasticité qu'ils
prévoient, en étudiant un systéme de particules en hypothése de petites pertur-
bations d'un état d’équilibre sans contrainte, est 15 dans le cas général, qui se
réduit & 1 pour un matériau isotrope, tandis que 21 et 2 sont les nombres retenus
par les « continuistes », suivant Fosuvre de Green, et confirmés par Pexpérience.

Cette contradiction affaiblit la valeur des résultats des mécaniciens francais.
Dans leurs travaux les particules étaient supposées échanger des actions dipdlaires
dirigées suivant le rayon joignant leur centre; cette hypothése, qui était appa-
remment la seule de nature non géométrique, fut done remise en cause. En fin de
si¢cle finalement s’affirma l'idée qu’il n’existe pas de particules n'échangeant que
des actions centrales ou simplement dipdlaires : I'image de la matiére décomposée
en parties élémentaires simples et simplement connectées en fut détruite.

Les travaux de Poincaré [84] et Voigt [109] résument bien 1'établissement de cette
idée ainsi que la théorie des fréres Cosserat {22} en montre I'affirmation générale
dans le milieu scientifique. L’approfondissement des connaissances sur la struc-
ture des solides qui caractérise le XX® sitcle, avec la naissance de la dynamique
des réseaux cristallins, changea finalement 'objet de la discussion scientifique,
en bornant, de fait, la mécanique des milieux continus aux applications macro-
scopiques.

Bien que son intérét pratique ne dure donc pas plus de cent ans, la querelle sur les
« relations de Cauchy () » se prolonge jusqi'a nos jours comne un probléme non
résolu. Elle reste par exemple d’actualité dans les problémes d’homogénéisation,
lorsqu’on se donne, & petite échelle, des représentations discrétes des corps.

On propose une lecture des ceuvres dans lesquelles ce débat a pris son origine,
notamment celles de Cauchy et Saint-Venant, mais aussi celle de Poincaré car
il introduit une démarche variationnelle. La démonstration de Cauchy de 1828
s¢ base sur 'application d’un champ de petits déplacements engendré par uue
déformation uniforme : la configuration du systéme de particules ainsi obtenue
n'est pas forcément en équilibre, mais ceci est négligé par 'auteur qui obtient
donc une détermination approchée de la raideur globale du systéme. Lorsque
Saint-Venant reprend le sujet (en publiant en 1864 les lecons de Navier 4 I'Ecole
Nationale des Ponts et Chaussées) il considére fiable cette approximation sauf
pour le cas exceptionnel du cristal parfait (mis en évidence par Cauchy lui-
méme en 1851, et par Lamé en 1852, & partir des idées de Poisson de 1829).
Finalement, en 1892, Poincaré introduit l'idée de développer I'expression du
potentiel total du systéme de particules autour d’un état d'équilibre, mais, outre
le fait qu’il négligea I'hétérogénéité de la déformation microscopique, il traita les
distances inter-particules comme des variables indépendantes en prenant ainsi
une configuration déformée qui n'est ni compatibie ni équilibrée, Les imprécisions
citées conduisent 4 une déduction généralement fausse, qui engendre les relations
de Cauchy.

En reprenant les hypothéses physiques des auteurs cités, mais en développant

*Dans cette section du chapitre on resume les publications figurantes dans la liste donnée
a p. xiii et suiv, avec les numeéros [14, 15, 21]
11 s'agit des relations de symétrie du tenseur de raideur élastique Cizpp = Cingk-
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leurs raisonnements sans lesdites incorrections, on obtient 21 coefficients d'é-
lasticité dans le cas général, qui se réduisent & 2 pour le cas de isotropie.

Dans la snite, on montre d’abord comment on établi I'équivalence entre un
systéme discret de particules et un milieu continu; ensuite on discute sur les
démarches proposédes & cette fin par Cauchy, Saint-Venant et Poincaré. Finale-
ment on propose une formulation du probléme qui n'implique pas les relations
de Canchy. Par souci de généralité, en établissant nos résultats, on considére un
systéme de particules ayant une orientation propre physiquement significative,
qui n'a pas été considérée par les auteurs cités; les résultats sans orientation
peuvent &tre obtenus ensuite sans complication.

Le passage du discret au continu envisagé par les mécaniciens francais du XIX®
siécle, apparemment dépourvy d’intérét & cause de I’évidente contradiction expé-
rimentale des relations de Cauchy, se trouve donc confirmé dans sa valeur thé-
orique et appliquée.

3.3.2 Le systéme moléculaire de Cauchy

En 1828 Cauchy éerit les équations d’équilibre élastique d'un systéme de parti-
cules (¢f. [18]). De méme que Navier, Poisson et Lané, il appuya ses déductions
sur le concept de fonction intensité des actions dipdlaires plutdt que sur celui
de potentiel dipolaire df, plus tard, & Saint-Venant et développé en toute sa
généralité par Poincaré 4 la fin du sigcle.

Suivant Caucly, on considére un corps matériel constitué de N particules et on
étudie le voisinage de la particule ¢, contenant N, < N particules, notées par
% € {1,... Ny} (on dénote par des indices latins les composantes cartésiennes des
vecteurs ; les indices grees serviront pour dénombrer un ensemble de particules) ;
solent -y, lenrs masses, v, la masse de la particule .

L’auteur décrit la configuration initiale du voisinage de ¢ par l'ensemble des
distances mesurées & partir de ¢, piyp, et par 'ensemble des vecteurs unitaires
N, sortant de ¢ (3(N, + 1) coordonnées indépendantes). Soit pl, et nl, les
distances et les vecteurs unitaires aprés déformation ; Cauchy suppose qu'ils ont
¢té obtenus par une élongation pure uniforme sur 'ensemble des particules du
voisinage de i, U =1+ E < Sym (I tenseur identité) :

p::ga - noh‘-tpnh'lﬁ(E)
; 1
n, = ——(04+E)n,
@ T (E} ( ) @
Mee(E) = /141 (2E+EEn,, . (3.1)

L’hypothése d'élongation uniforme permet & I'autcur le passage des équations
(22} et (23) aux équations de (25) 4 (30) dans [18], p. 220-222. Elle défini la
localisation cinématique par une approche dite — de nos jours — « d la Voigt » au
probléme de 'homogénéisation. 1] ¢’agit d’une approximation sur laguelle I'au-
teur reviendra en 1851, aprés avoir analysé ses conséquences sur la détermination
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du nombre des constantes d'élasticité et avoir partiellement accueilli certaines
remarques de Poisson fortement confesté jadis.

D*aprés Cauchy la particule centrale du voisinage, v, est soumise & une force qui
résulte de la.somme d’actions dipdlaires. Chaque dipéle échange une force dirigée
suivant la direction joignant le centre des deux particules, avec une intensité
donnée par une fonction # de la distance entre ces centres et proportionnelle
aux masses du dipole. La fonction intensité de action dipolaire 8 est supposée
tendre rapidement vers zéro en s’éloignant de V'origine, de sorte que 'action sur
 des particules placées en dehors du voisinage N, soit négligeable.

F1G. 3.1 - Schéma moléculaire de Cauchy.

En configuration de référence la force sur ¢ est :

n,
foo = 7o Z Y up(Prs ),

K=l
et, aprés déformation uniforme E :

N

f(E) = v,(I+E) E%nwﬂgﬂ_%@. (3.2)
k=1 s

Il faut noter que la configuration obtenue aprés déformation uniforme est en
équilibre si et seulement si des forces extérieures by, = —f,(E) agissent sur les
particules.

La résultante des actions de ce type qui traversent une surface dS(n) de nor-
male n et superficie dS est le vecteur contrainte sur la surface, c'est & dire, par
définition, le résultat de l'application du tenseur de contrainte Ty A la normale
ndS{n).

Cauchy produit 'argument du « cylindre » afin de calculer le vecteur contrainte
a partir de la formule (3.2) : toute surface matérielle dS(n) est traversée par
autant d’actions dipélaires suivant une méme direction n., et ayant la méme
infensité #(p.,) qu'il y a de particules contenues dans un cylindre de base dS et
hauteur py,|n,., - 0.

Ce passage est crucial, car il établi I'équivalence entre un systéme de point-
masses décrit par la mécanique newtonienne (cest & dire par des interactions &
distance, n'admettant donc pas le concept de flux au travers d’une surface) 4 un
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systéme continu dans lequel Pinteraction entre parties se fait par leur surfaces de
contact. I'idée fondamentale dans le passage est l'identification de Ia masse d'un
certain nombre de particules avec la masse totale d*un petit élément de volume
sur lequel on assigne par conséquent une densité uniforme. Cette idée permet
I'homogénéisation du modele moléculaire : en réduisant la taille des éléments de
volume leur masse totale se réduit proportionnelement et il en est done ainsi de
intensité totale de 'action qu'ils échangent avec d’autres parties du Corps.

L’argument du cylindre donne le résultat (pas de sommation sur indices ¢ dans
les formules suivantes) :

N,
1 Ea
To = Epmzl Vellgp & nnsopmﬂe(pmf’)’ (3.3)

ot p est la masse volumique de I'ensemble des particules (la somme des masses
Yoy @ € {1,...N} sur le volume occupé par 1'ensemble) et le facteur 1/2 est
dd & ce que avec & € {1,...N,} on compte toutes les particules d’un voisinage
sphérique de ¢ (trés petit par rapport aux dimensions de d5) et donc deux fois
les particules que 'on doit effectivemnent compter.

Le méme raisonnement fut repris par Love [61], de sorte que la formule (3.3) est
souvent liée & son nom (bien que lui-méme P'attribua 4 Cauchy).

En imposant une élongation uniforme, on obtient de {3.3) expression du tenseur
de contrainte en fonction de la déformation :

N,

T(E) = % p(1 — irE) i%. (I+Em., o0+ E)nKPpKW?%LEESED—, (3.4)
k=1 e

que I'on peut développer au voisinage de E = 0; le terme indépendant de E est
la contrainte dans la configuration de référence de Péquation (3.3), le coefficient
du terme linéaire en E est une estimation du tenseur de comportement dlastique :

T(E) = (L + trB)To + p Y20 e s5ym(0p © T ® 110 )i ) B
(3.5)

%PZfil ’Y};nmtp & gy ®nf;tp & nx@ﬂmp [px.gagf(px(p) b 6(}?,;‘9)} E + O(E)

{¢" est la dérivée premidre de f). La premitre sommation et le terme en trE
disparaissent si Top = 0 : la configuration initiale est & contrainte nulle, c’est
alors la configuration naturelle. Le tenseur d'élasticité ainsi obteny :

N,
1 = .
C= 5,0 Z Trelpp @ Nryp & Ny @ NPy [Pmtpgf(p-‘cw) - B(noﬁsﬁ )J g (3.6)
k=1
est invariant pour tout échange d'indices :
Cijkn = Cikjn (3.7)

car il en est ainsl pour tout terme dans sommation au second membre de
Péquation (3.6).
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En résumé, les hypothése physiques 4 la base de (3.7) sont celles d'interaction
dipolaire & faible distance et d’absence de contrainte en configuration initiale;
I'évaluation du tenseur de raideur élastique pour lequel le résultat (3.7) peut
étre établi fait appel 4 une hypothése de déformation uniforme pour 1'ensemble.
des dipdles.

3.3.3 La présentation du sujet faite par de Saint-Venant

Dans I’ Appendice III de [70] de Saint-Venant reprend la démonstration de Cau-
chy mais en termes simplifiés, pour en faciliter Fexposé (of. les théorémes 1 et 2
dans le texte cité).

Dans I’Appendice V de ce méme ouvrage il traite de la querelle sur le nombre des
constantes d’élasticité. Dans 1'Appendice complémentaire il reprend le concept
de potentiel dipolaire en rappelant les travanx de Navier, Green et Gauss. Il
considére une particule s, placée en z,., d'un coté de la surface élémentaire
d8(n) sur laquelle on veut calculer la contrainte, et une particule @, placée en .,
de 'autre coté ; ensuite il compare deux déformations homogénes infinitésimales,
une avec la seule composante E;; # 0 et Pautre avec la seule composante By; 5 0,
telles que la particule & rejoint dans les deux cas la position 2/, en se déplacant
de A, en direction e;.

On obtient aprés déformation ;
p:mc = peslen(E) & poc(l + anK-jAgon(E))

_ [ Bignes; st By #0, (3.8)
)\('OK(E) B { Eijn‘p,;j si Eij ?,é 0.

o o | @
SR
(T'/ T ©

% o o @ o

C e o)
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£
Fi1G. 3.2 — Schéma de Ia demoenstration de de Saint-Venant des relations de
Canchy.

Faute de précisions de sa part, on devrait supposer qu’il se place de fagon im-
plicite dans le cadre béti par Cauchy, en employant une fonction intensité de
I'action dipelaire. Mais Saint-Venant postule que « les actions développées entre
les molécules m,n dans la direction mn par ces deux déformations suivent le
méme rapport » que les allongements Ap«(E) des dipdles (¢f. 3.8) : au pre-
mier ordre cette action est donc fonction linéaire de 'allongement du dipéle, ce
qui était aussi affirmé par Lamé {¢f. [55] §4), et annonce 'introduction d'un
potentiel dipolaire.
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La direction des actions est, d’aprés 'auteur, celle du dipdle avant déformation,
ce qui introduit une erreur sans conséquence si la. contrainte initiale est nulle.
On reconstruit ci-dessous ce raisonnement en forme mathématique, en employant
I'idée de potentiel dipolaire comme 'auteur 'introduit dans 1’Appendice com-
plémentaire cité.

L’hypothése fondamentale de Saint-Venant est que le potentiel total du systéme
est donné par la somme des potentiels dipdlaires. Ceux-ci sont tels que le module
de la force f,x(pl,.) échangée entre ¢ et s lorsque leur distance est devenue
Plor €8t donné par la dérivée du potentiel dipolaire ¢(p,.) calculée en o Pour
abréger la notation on prend ici des potentiels volumiques contrairement 4 Saint-
Venant.

Aprés la petite déformation E;; ou E;; les actions dipélaires sont (0 indique les
valeurs en configuration non déformée; ¢f. formule (216) op. cit.) :

2]
Eanl )] = 22|
P N
a o
r G+ SR (P pen)
I P

o
= dp+ qyorptpﬁnwxj)\w‘» (E)

Soit ¢ = {& = {p, k); d5(n)} l'ensemble des couples distincts de particules
séparées par la surface unitaire dS de normale n. Le vecteur contrainte t(n, E)
sur d5(n) est, dans les deux cas de déformation envisagés (voir figure 3.2) :

ti(n, Eyy) = Eaec Pohai + Zaec(“d"o + ¢gn0&}nain0jEjjnaj ’
8 Ey) = Daec $ofay + Xnee Povai B+ (3.9

2inee(—Po + P6paNe i Biyney ;

dans 'hypothése de contrainte nulle & déformation nulle, ia premiére sommation
aux second membres des équations (3.9), et donc aussi la deuxiéme sommation
dans I'expression de t;(n, Fy;), s'annulent et on a les symétries :

H

ti(n, By;) 10, Byy) - Ton(Ess)rn _ Tin(Eey ) v
E; E;; Eis £y

3f

qui correspondent aux relations de Cauchy (3.7).

On remarque que des termes comme dans la deuxiéme sommation dans 'expres-
sion de £;(n, E;;) sont, d’aprés Saint-Venant, négligeables lorsque « la contrainte
initiale est de méme ordre de grandeur gue la déformation », ce gu'il considére
toujours vrai sauf cas exceptionnels. On remarque finalement que, comme dans
la. démonstration faite par Cauchy, & cause de I'uniformité de la déformation
imposée, I’équilibre du systéme de particules A ’état actuel n’a pas été assuré.



74 CHAPITRE 3. QUESTIONS HISTORIQUES

3.3.4 La contribution de Poincaré & la généralisation du
probléme

En 1892 Poincaré emploie le concept de potentiel total du systéme de particules
pour en déerire 'état actuel (¢f. [84]). Son approche se situe dans la ligne de
la relecture des résultats obtenus au début du siécle 4 P'intérieur d'un cadre de
connaissances physiques approfondies.

L’hypothése initiale de Poincaré est que, pour la collection de particules étudide,
il existe un potentiel qui ne dépend que de l'ensemble des distances dipdiaires.
Dans la configuration actuelle ce potentiel s'écrit (I'indice o € € dénombrant
I'ensemble des dipdles) :

$(U) = ¢{plaec}),

oL, si la configuration est caractérisée par l'dlongation uniforme U =1+ E, g,
s'écrit comime dans (3.1) en fonction de p, et E. Afin de suivre formellement la
démarche de Poincaré on introduit la notation r, = p,n, et on écrit (3.1) dans

la forme :
ot = Ve (U, e, (U) =r, - UUr,.

En développant la fonction 4(U) en série de puissances au voisinage de 'état
indéformé on obtient une estimation de ia contrainte en configuration initiale,
qui est le coefficient du terme lindaire, et du tenseur d’élasticité, coefficient du
terme de second ordre :

Ty = »,?f,{)_ Ya BT (3.10)
oel Cr)pa 0 Pa
a2 @
DI ir R (3.11)
agc pec TPeYPi o Palp
1 31}’) o 8T @Ta @Ta
— —! [2sym(r. @I @r,) —
> | [romeeoron) 2

ael

Mais Poincaré considéra les rayons r, comine des variables indépendantes et
développa la fonction ¢¥(r,) en série de Taylor pour substituer ensuite les fone-
tions r.(U) approchées an premier ordre, Il obtint donc une expression de €
qui différe de celle donnée ci-dessus & cause de absence du deuxiéme terme de
(3.11), ce qui lui fait croire que les relations de Cauchy sont vérifides si et seule-
ment si la dérivée seconde du potentiel total par rapport aux dipdles différents
s’annule,

E:

= i .12
Brodrs si a#f (3.12)

{hypothése qu’il attribua, vraisemblablement & raison, & Saint-Venant et qui est
connue depuis sous ce nom}.

Poincaré, pour expliquer 1a négation expérimentale des relations de Cauchy, re-
met donc en cause 'hypothése de Saint-Venant. Cette négation peut paraitre
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pertinente ; elle s’appuie toutefois sur un raisonnement faux au sens ot elle
n'est pas nécessaire pour expliquer la non validation expérimentale des rela-
tions de Cauchy. En considérant les rayons entre particules comme des variables
indépendantes Poincaré négligea la compatibilité du déplacement du systéme
de particules — il n'y a que 3N variables indépendantes parmi les N(N — 1)/2
rayons dipélaires joignant N (> 7) particules. Néanmoins la démarche qu'il suit
& 'avantage d'étre systématique et va nous conduire aux développements du
paragraphe suivant ; en outre, en cas de contrainte initiale nulle, erreur intro-
duit en négligeant la compatibilité des déplacements des particules n'a pas de
conséquences sur le résultat (si Tg = 0 alors le deuxidme terme de (3.11) est nul
aussi).

3.3.5 Calcul du tenseur d’élasticité

Position du probléme

En suivant le mouvement de N particules on se réfere 3 l'ensemble de leurs
position et orientation initiales :

{(#, Q) € & x Ortht |k € {1,...N}}

et on se donne un ensemble des déplacements généralisés et des positions géné-
ralisées actuelles :

{(ux, Ry} € 77 x Orth* |k € {1,... N}},
{7, Q) € & x Ortht |k € {1,...N}},
‘?‘.:4 :$R+uf€) Q':c :RKQR°

On considére que, & cause des interactions entre particules, a la contiguration de
référence correspond le potentiel :

Wo = ({Tew - Brores | (5,9) € {1,.. NP, (3.13}

BVEC Ty = L —Thappe € # Tayol joignant deux particules et B,.p < Sym tenseur
qui définit la contribution du dipéles au potentiel total en tenant compte d’une
possible anisotropie des particules. Ces tenseurs peuvent &tre définis par :

Bmﬁ' = Q:{QﬁAQgQA

avec A € Sym tenseur matéricl donnant une forme ellipsoidale du potentiel
dipolaire; cetie forme est indépendante de la position ef de l'orientation des
particules du dipéle (pour simplifier on suppose que toutes les particules sont
de méme nature, le tenseur A devant éventuellement dépendre de la nature des
particules constituant le dipdle).

L’idée que I'action entre deux particules puisse dépendre de leur orientation
relative & cause de leur forme non sphérique remonte & Poisson [85], qui ’em-
ploya aussi pour réfuter la validité des relations de Cauchy dans les matériaux
cristallins,
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Un potentiel défini comme dans Ia formule (3.13) est invariant dans tout mou-
vement rigidifiant. Suite 4 un changement relatif des positions généralisées des
particules, on a le potentiel :

W =1 ({rhs - Blorle| (v, 9) € {1,. --N}g}) ) (3.14)

ol r| 4 et Bj, dépendent des paramétres choisis pour décrire ledit ensemble de
déplacements généralisés des particules.

Afin d’établir un modéle mécanique continu du systéme discret de particules il
est nécessaire d’introduire une hypothése, dite de « localisation cinématique »,
qui permet de représenter les déplacements généralisés des éléments du systéme
discret par des champs continus définis sur un domaine approprié. I.’approche
proposée par Cauchy et suivie par tous les auteurs se plagant dans les mémes
hypothése physiques consiste dans le choix d'un champ de déformation uniforme.
Dans I'étude des réseaux cristalling diatomiques Born introduit plus tard P’hy-
pothése que deux champs de déformation uniforme soient nécessaires [11]. Les
passages qui suivent permettent de donner une réponse générale et de trouver
une solution approchée jusqu’a 'ordre choisi au probléme soulevé par Born dans
le cas particulier des réscaux diatomigques.

Soit # C & Pintérienr de I'enveloppe convexe de I'ensemble de points {z. €
&x € A} soit par hypothése meas % = 1.

Le mouvement des points z € F est décrit par des champs de déplacement
u; B — 7, de sorte que 2’ = x +u € B’ soient leurs positions actuelles et que
B’ C & soit Pintérieur de 1'enveloppe convexe de {2/, € &|x € A}

La description du systéme de particules comme milien continu se base sur la
substitution du probléme éerit sur le systéme diseret par un probléme éerit sur
B

Remarques générales

Soit % I'ensemble des champs de déplacement donnant lieu & des petites défor-
mations homogénes de % sans rotation comme dans le cas traité par Cauchy.
Pour le définir il convient d’introduire la notation

Symi ={A € Symt v -AAw g v . Aw Yv,we 7},

pour Pensemble des « petits » tenseurs symétriques ; les déplacements que 'on
va étudier sont
ue#% < Gradue 5’ymf}r .

Soit (a) la moyenne d'un champ a sur &. La rclation
(gradu) = (gradv} u,ve %
est une équivalence entre éléments de #%. 81 ¥ dénote la classe d’équivalence

{gradu) = E, E € Sym{, le quotient de % par rapport  cette relation est en

relation biunivoque avec Symg.
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Deux champs équivalents different par un champ dans % {c’est A dire un champ
dont e gradient est & moyenne nulle sur %). En fixant 0 € &, pour tout u € %
il existe un champ 11 € ¥ -

i(z) = u(z} — {gradu)(z — 0);
donc % = {ii(z) + E(z — o) |1 € %o; E € Sym ).

Pour un ensemble donné de déplacements des particules {u,}, on considére un
champ interpolation uys tel que

uyies) =u. YeeN ={1,...N}.
St {u,} est tel qu'il existe un champ d'interpolation ux € %, on peut écrire
u, = (graduN)(mK - O) + Uk

ol les vecteurs @, sont tels que leur champ interpolation 4 appartient & %g.
On dénote par Z la classe des ensembles de déplacements des particules dont le
champ interpolation est 4 gradient de moyenne nulle sur % :

E={u, |y € %o HEN}.

Hypothéses et conséquences

On se borne & considérer des ensembles de déplacements des particules qui
peuvent étre décrits par la donnée d’un champ de petite déformation homogéne
Ec Sym0+ et d'un ensemble d’écarts 0, € = :

u, = E{z,. —0) + i, E € Symy , i, € E. (3.15)
L’élongation des rayons dipdlaires ost alors :

tandis que, par hypotheése de localisation des rotations, I'orientation relative de

tout couple de particules demeure constante {ayant imposé une petite déformation
sang rotation, les orientations des particules ne seront changées que par effet

d'écarts par rapport au mouvement imposé que I'on néglige par choix) :

!
Bm9 = Bh"l!f'

(3.15) est une hypothése de localisation cindmatique qui s’appuie sur la contrainte
cinématique ii,. € =. Celle-ci peut 8tre vue comme une condition de compatibilité
au bord :

i, €= 4:)/ [uy — E(z — 0)] ® nd{area) = 0,
G

ce qui suggére 'appellation d’homogéne pour une petite déformation E imposée
& Pensemble des particules dans le sens de Péquation (3.15).

Suite & une petite déformation homogéne E les déplacements des particules sui-
vront (3.15) avec un ensemble d’écarts qui sera tel & garantir I’équilibre du
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systéme dans la nouvelle configuration. Dans 'hypothése d’existence d'un po-
tentiel 1 les écarts seront donc solution du probléme

Y(E) = inf ¢({[Uruy +fx—ilg] By [Urpg + 115 — ] | (w,9) € A1), (3.16)

L'existence et I’éventueile unicité de la solution de (3.16) dépendent de la forme
de ¢. Icl on se limite & postuler que cette solution existe ot est unique et que
les écarts solutions du probléme sont des fonctions dérivables de la déformation
homogeéne au moins dans un voisinage de la déformation nulle :

{ﬁ.‘c}solutionde (3.16) < Cl (S?jM§, WN) (317)

En absence de liaisons unilatérales, les écarts solution de (3.16) peuvent s'écrire
sous la forme :
o,

U (E) = c,E+o(E) ; 0, := IE
0

e Lin(Sym,?") {(3.18)

(I'indice 0 dénote une fonction de E calculée dans E = 0).

It convient d'introduire les symboles

bes = 0x— a9 (3.19)
€ep = (Urgs + 0, —y) - (Urgy + (s — 01p) (3.20)

{bes est symétrique sur les deux derniers indices). Dans la suite on substitue
aux indices k¥ lindice @ € M = {1,...N(N — 1)/2} dénombrant 1’ensemble
des couples distincts des N particules. Toujours pour abréger la notation, on
introduit le symbole sym dénotant la projection d'un tenseur d'ordre quatre
dans 'espace des tenseurs de méme ordre avec symétries fortes ({symD) e =
2(Dijnie + Dyinie + Disen + Dijen + Dai + Diiis + Dingi + Dinis))-

La contrainte en configuration initiale Ty et le tenseur de raideur élastique €
sont évalués en développant le potentiel solution du probléme (3.16).

[2 svin(ry, ® Baro) + Ibg;Bc,.ra] , (3.21)
0

To := Z %

aCM

&%

¢ = ZH,BEM dea i 0 (Bsym(rﬁ ®Barn) + &33{13&1"&){8’

(2sym(rs ® Bprs) + biBgrs) +
(3.22)

23 nem "éf")"j: 0 (2sym{r, ® B, ®r,) +biB b+

267 sym(B, ®r,) + 2sym(r, ® Balby) .
On voit que I'hypothése de contraintes nulles en configuration initiale n'entraine

pas nécessaivement 'annulation des termes de € démunis des symétries de Cau-
chy. Les approximations « 4 la Voigt » de ces tenseurs (qui correspondent done
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aux résultats des auteurs étudiés dans ce texte) sont obtenues & partir des expres-
sions (3.21) et (3.22) en négligeant les by, effets des écarts entre la configuration
actuelle équilibrée et la configuration obtenue par déformation uniforme de 1*ini-
tiale. Ces approximations donnent le comportement limite du systéme obtenu
par une disposition spatiale des particules qui maximise sa raideur globale.

Le cas B, = I Va € M est aussi un cas particulier, dans lequei les potentiels
dipolaires sont isotropes. On retrouve alors, toujours en négligeant les écarts
nécessaires pour I'équilibre, le résultat (3.11) qui, compte tenu des :

3_1;’) ap 1 N@l—naoEna

= - P 3.23
Do Opa 2pams  Ipa 2P ( )
2 2
1
L LN B .24
eales Opalpp 4papsning  Opa 4032
. & l—na-Eno,——n,@-Enﬁ_%I—Zna-Ena
Dpadpa 4papp po 403, ’
et avec I'hypothése de Saint-Venant (3.12), s’écrit :
A
C = 4 ‘a9 o o o o
> hez | P @ 0o B Ot
aEM
d
4 Z X symire @ I®r,). (3.25)
Beu |y
agM

Ce résultat, bien que basé sur 'hypothise d’existence d’un potentiel dipolaire
plutdt que sur celle d’existence d’une fonction force dipolaire, correspond aux hy-
potheses originaires de Cauchy, la deuxiéme sommation étant nulle si la contrainte
initiale est nulle (3.6).

3.3.6 Conclusions

Une difficulté dans la compréhension du débat sur Ies relations de Cauchy est que,
méme au sein du milieu scientifique francais d’inspiration moléculaire, les auteurs
ont, au cours de la premiére moitié du siécle dernier, défendu des arguments
supportant une these ou l'autre, parfois en changeant d’avis ou en revenant sur
leurs convictions.

Un parti certainement se forma dans le temps : Popinion que les hypothéses

necessaires a la réduction du nombre de constantes d'élasticité de 21 & 15 n'avaient
pas de valeur générale, pouvant notamment &tre mises en cause pour les matériaiux
cristallins. Poisson et Lamé, et peut é&ire aussi Cauchy, prirent cette voie. Dun

autre coté, Saint-Venant, isolé dans sa position, soutint toujours la généralité de

1a démarche de Cauchy.

D’aprés Saint-Venant, Cauchy lui-méme a soulevé, en 1851, des objections sur
la qualité de hypothése de déformation homogéne pour les corps cristallins.
Cauchy reprit d’ailleurs un raisonnement di & Poisson (¢f. [85]). Dans un cris-
tal parfait les déplacements négligés en imposant une élongation uniforme, et
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nécessaires & ’équilibre du systéme de particules, sont des fonctions périodiques
dans l'espace dont la contribution d’ensemble peut devenir importante. Sain-
Venant considére cetie objection comme valide, mais voit comme tout & fait
exceptionnel le cas d'un tel matériau ef, de toute maniére, doute de 'impor-
tance des corrections & apporter. D’aprés cet auteur, les résultats de la théorie
moléculaire de I'élasticité ont nne valeur approchée et visent & un emploi restreint
aux matériaux de construction, et ils ne sont contredit, tant que la déformation
Teste petite, que dans des cas trés particuliers. En outre, toujours d’aprés Saint-
Venant, le cas de lisotropie, dans lequel aucune structure périodique n'est pos-
sible, vérifierait toujours les relations établies en 1828 par Cauchy et donc un
seul coefficient d’élasticité suffirait pour tout matériau isotrope.

Lamé intervint dans la discussion d’abord, du ¢oté de Navier, Cauchy et Pois-
son, en donnant un seul coefficient pour 1'état isotrope, et finalement en plai-
dant la généralité du résultat & 21 coefficients vis-a-vis des hypothéses sur ’état
moléculaire nécessaires pour réduire ce nombre.

Les hypothéses en question, dans la vision des auteurs cités, sont, premiérement,
celle de Paction dipolaire « centrale » {c’est 4 dire dirigée entre le centre des par-
ticules), vue déja par Polsson en 1829 comme un cas particulier ou une approxi-
mation non applicable aux cristaux. La deuxiéme hypothése attaquable, celle
de la déformation homogéne, fut aussi remise en cause par Cauchy, toujours &
propos des cristaux parfaits, comme Poisson, mais avec une approche différente
de celui-ci. Lamé aussi souligna, et avec plus de relief, 'importance de Pexistence
de sous-structures périodiques, moins parfaites que dans un cristal idéal.

A la fin du siécle, dans ses legons sur 1'élasticité, Poincaré attaqua radicale-
ment cette idée en introduisant plutét, pour justifier 'échec expérimental de
la théorie, 'hypotheése d'un potentiel total non obtenu par somme de contri-
butions dipélaires indépendantes. L’importance de 'approximation introduite
par 'hypothése de déformation homogéne sortit alors du cadre de la réflexion.
Néanmoins on peut affirmer que non seulement les structures périodiques, mais
aussi le cas des matériau amorphes nécessite la prise en compte de hétérogénéité
de la déformation élastique microscopique. La valeur des résultats de la théorie
moléculaire vis-&-vis du nombre de constantes d’élasticité demeure donc au pre-
mier ordre. La valeur du coefficient de Poisson de 1/4 que 'on obtient pour les
matériaux isotropes par cette théorie a donc aussi cette signification. Elle sera
d’autant plus proche de la valeur réelle que le matdriau se déforme de fagon
homogéne, c’est & dire du point de vue microscopique, que les actions dipolaires
sont potentiellernent isotropes et que la disposition des particules dans I'espace
maximise la raideur du systéme.

En conclusion on peut écrire le probléme de I'équilibre élastique d'un systéine
discret de particules A partir de la cinématique d’un milien continu équivalent.
En tenant cornpte des fluctuations dans le mouvement des particules par rapport
& celul du milieu on obtient des coeflicients d’élasticité qui ne vérifient pas les
relations de Cauchy. Ces relations ne peuvent étre obtenues que si on adopte en
méme temps les approximations suivantes :

— déformation homogéne dans le systéme discret,

— potentiels dipdlaires isotropes,
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— état de contrainte initial nul,

en négligeant en outre, comme déja établi & la fin du XIX® sitcle par Voigt ct
Poincaré en particulier, toute action inter-particules non centrale et tout effet
dynamique non dipolaire.

O faut noter que, 4 la différence des quatre dernitres objections, portant sur
des hypothéses physiques, I'hypothise de déformation homogéne est de nature
mathématique et elle est décisive quant 3 la qualité de 'approche « moléculaire ».
Il est remarquable que les approximalions implicites dans les hypothése de
déformation homogéne et de potentiels dipdlaires isotropes alent &6 vues par
Cauchy et Poisson et oubliées dans la suite de histoire.

3.4 Les premiers modeles de matériaux
non simples

Suivant la définition introduite par Truesdell et Noll (¢f. [105, 80]), un matériau
est « simple » si la collection d'événements cinématiques nécessaires pour déter-
miner la contrainte se réduit & la seule histoire du gradient de la déformation.

La description faite par Navier, Poisson ou Cauchy du mouvernent d’un ensemble
de particules par le biais de champs continus peut étre vue comme une approxi-
mation au premier ordre du mouvement réel de cet ensemble. Poisson et Cau-
chy envisageaient en effet la possibilité de descriptions plus fines; le deuxiéme
suggérait méme une démarche analytique pour I'écriture d’équations de bilan
valable jusqu'a l'ordre souhaité (¢f. [19]).

Dans les annédes 1860 les premiers essais pour 1'établissement de théories d’ordre
supérieur apparaissent dans la littérature, suivant la proposition de Cauchy,
grice & U'ceuvre de Kleitz [52] et Levy [26, 25], spécialetnent pour I'étude des
écoulements des fluides, et de Saint-Venant [25]. Les difficultés techniques, mais
surtout des & priori philosophiques découragaient le développement d'autres
théories de ce type, de sorte que ces premiers essais restaient isolés pendant
presque trois guarts de siécle (¢f. [103]).

On analyse les hypothdse physiques & la base du travail des auteurs cités afin de
comprendre la cause du rejet académique des théories de gradients supérieurs,
définitivement établi en 1872 (cf. [28]) :

« On peut espérer, pour Vavenir, que des labeurs aussi intelligents et
dévoués ne seront plus prodigués en pure perte ».

3.4.1 Le fluide newtonien

Dans [73] (Liber Secund. Sect. III Prop. XIV Theor. XI Scholium) Newton écrit :
« Nesistentia corporum sphericorum in fluidis oritur partim ex tenacitate, par-
tim ex frictione, & partim ex densitate medii ». Douc, en général, dans Pétude
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des fluides il faut tenir compte de la cohésion (fenacitate), de la viscosité (frie-
tione) et de P'inertie {densitate medii; cf. {71, 65]).

Dans Iétude du vortex, Newton simplifia fortement cette vision de 'état fluide
{*}; il imagina une collection de couches concentriques, de consistance solide,
glissant 1'une sur 'autre, et échangeant un effort de frottement. Alors “the
résistance arising from the want of tubricity [la viscosité] in the parts of o fluid
is, other things being equal, proportional to the velocity with which the parts of
the fluid are separated from one enother » (of. [74, T1]) :

T = 2ysymgradv. (3.26)

Cette idée de « frottement du fluide », dont l'origine seraient les chocs entre
particules & 'interface entre couches dun vortex, fut attribuée par de Saint-Venant
& Descartes ; elle arriva au géométres du XTX® sigcle par I'ceuvre de Mariotte,
Pitot, Couplet, D. Bernoulli et Coulomb (¢f. [26]).

Le modéle newtonien s’affirma contre deux types d’oppositions :

— la vision post-cartésienne conservatrice, démentie par le paradoxe de d’Alem-
bert, qui considére l'inertie comme la seule force & l'origine de la résistance au
mouvement dang les fluides ;

- la formulation de modéles plus compliqués, & l'occurrence « non-simples »,
comme par exemple dans [6].

En citant un mémoire d' Amontons publié par I'Académie en 1699, Jean Bernoulli

observa & propos du frottement intérieure dans les fluides : « Que la résistance

causée par le frottement des surfaces de différentes étendues est toujours la
méme [...] lorsque les pressions sont égales » {cf. [5]). Cette affirmation conduit

a supposer le coefficient de viscosité fonction de la pression (cf. aussi [18] p. 186).

3.4.2 Les équations de Navier-Stokes

Les « molécules » des géométres francais du début du XIX® siecle étaient des

points-masse de 'espace enclidien — définis par la donnée de trois coordonnées

cartésiennes et d'une masse positive — qui interagissaient entre eux par des

forces & distance. Lors du mouvement, d'autres forces apparaissatent. Le modele

continu €tait obtenu par deux passages :

- la définition d’une procédure de sommation des effets engendrés par un nombre
treés élevé, mais fini, de particules,

— le développement limité en série de Taylor des fonctions des coordonnées
cartésiennes des particules décrivant leur mouvement.

Le premier passage demanda heaucoup de réflexion, et plusieurs définitions

furent proposées (ef. [3]), alors que le deuxiéme it universellement accepté.

Le méme schéma fGt poursuivi tant dans 'étude des corps solides élastiques que
pour d’autres corps, 4 la seule exception que :

4Conformément % la régle « Causes rerum nofuralium non phires admitti debere, quam
gue & vere sint & earum phenomends explicandi sufficiant » (¢f. [73] Tomi Tertii Pars I
Regula I).
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« Dans un corps solide non élagtique, les pressions ou tensions ne
dépendent pas seulement du changement de forme que le corps éprouve
en passant de ['état naturel & un nouvel état, mais aussi des états
intermédiaires et du temps pendant lequel le changement, de forme
s'effectue » {cf. [18] p. 183 et p. 186).

Pour les fluides alors, qui — par définition — n'ont pas d’état naturel, P'état de
contrainte ne dépendra que du changement de forme du corps dans un petit
intervalle de temps précédent I'instant actuel.

L'hypothése que les déplacements peuvent &tre obtenus par intégration sur un
petit intervalle de temps de vitesses uniformes dans I'intervalle devint une conjec-
ture fondamentale dans 'étude des fluides; ainsi de Saint-Venant écrit ;

« Cauchy remarque que dans les corps mous on fluides, d'ot les
réactions élastiques ont disparu en tant que pouvant ramener complétement
leurs états antérieurs, les tensions A chaque instant ne dépendent
plus des changements totaux de forme éprouvé, mais seulement des
changements qui viennent d’avoir lieu dans un instant trés court,
ce qui revient bien & dire qu'elles dépendent des vitesses relatives

actuelles ».

Pour obtenir le modéle du fluide newtonien et les équations dites de Navier-
Stokes, il ne reste alors gqu’a postuler une relation constitutive linéaire et iso-
trope :
« parmi les hypothéses que Von peut faire & ce sujet, I'une des plus
naturelles consiste & supposer que les trois pressions ou tensions prin-
cipales sont en chague point proportionnelles aux trois condensations
ou dilatations instantanées et principales » (¢f. [18]);
une contribution & l'état de contrainte « proportionnelle 4 la quantité ...} qui
mesure la dilatation ou la condensation instantanée du volume » {cf. [18]) peut,
dans certain cas, étre nécessaire (soit v := 7 la vitesse matérielle) :

T = 2ysymgradv + edivv I, {3.27)
d’oit les équations de Navier-Stokes
YAV 4+ (v +e)graddive + b = pvr, (3.28)

(Conformément au résultats de la théorie « rari-constentes » on posa ensuite
¥ =£).

Dans la seconde moitié du XIX® sidcle, le modeéle de Navier-Stokes fut proposé
pour décrire, d'une fagon éventuellernent approchée, 1*écoulement des cours d’ean
entrainant des éventuelles turbulences. Darcy (suivi par Bazin) proposa en 1854
la modification de la loi du frottement intérieur du fluide suggérée par Newton
pour lui donner une forme quadratique. Cela conduisait Dupuit & l'écriture,
plus générale, du cisaillement intérieur dans les fluides comme une somme des
puissances du taux de déformation.

Le débat sur la pertinence de la loi de Newton venait ainsi de se rouvrir, aprés
la grande saison des géométres qui avait sut établir des résultats de portée trés
générale en choisissant dans leur bagage culturel les propositions les plus riches.
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« Je dirai seulement, en attendant, que si hypothése de Newton,
reproduite par MM. Navier et Poisson, et qui consiste 4 prendre
le frottement intérieur proportionnel 4 la vitesse relative des filets
glissant les uns devant les autres, peut &tre appliquée approxima-
tivement pour les divers points d’une méme section fluide, tous les
faits connus portent & inférer qu'il faut faire croitre le coefficient
de cette proportionnalité avec les dimensions des sections transver-
sales; ce qui s'expligue jusqu’a un certain point en remarqguant que
les filets ne marchent pas parallélement entre eux avec des vitesses
régulidrement graduée de Pun A Vautre, et que les ruptures, les tour-
billonnements et les autres mouvements compliqués ou obliques, qui
doivent beaucoup influer sur la grandeur des frottements, se forment.
et se développent davantage dans les grandes sections » (of. [24], les
parties en italiques correspondent & l'original; ¢f. aussi [27] ol Pau-
teur explique la signification des vitesses du modeéle de Navier-Stokes
lorsque 1’écoulement est « d’apparence tumultiense et désordonnde »
comme des « moyennes locales » des vitesses des particules, et cf.
[28]).

3.4.3 Le cristal hétérogéne de Cauchy

Poisson imagina que la solution continue d’un probléme de mécanique représente

le premier terme d’un développement asymptotique par rapport A la distance

intermoléculaire moyenne {¢f. [3]):
« Les expressions de u, v, w, dont il g’agit, satisfont aux équations
différentielles relatives & 'intérieur et & la surface du fluide en mou-
vement [...] et les séries qui en résultent étant d’ailleurs trés conver-
gentes, cela suffit pour qu’elles représentent la solution du probléme,
quoiqu’un de leurs caractéres particuliers soit de ne pas toujours sa-
tigfaire aux équations qui se déduisent de celles du probléme par de
nouvelles différentiations » (¢f. [86] p. 174).

L’analyse de Cauchy de cette vision de Poisson du corps cristallin (ef. [87])

est publiée dans [19]. D'aprés de Saint-Venant, Cauchy rejeta ce modéle tout de

guite aprés sa publication (ef. [70] Appendiz V §64).

Suivant Poisson, Cauchy imagine que une particule soit un ensemble d’atomes,
par exemple la cellule élémentaire d'un réseau cristaliin. Par conséquent les
constantes d’élasticité (que l'on notera % en général} et le champ de déplacement
des atomes u seront par hypothése des fonctions périodiques de l'espace, avec
période donnée par la distance interatomique (éventuellement fonction de la di-
rection dans le réseau, et donc décrit par un vecteur a) :

k(z) = wiz £.1a)

u(z) = uir 4 1a) } Len. (3.29)

Ces fonctions peuvent alors étre développées en séries trigonométriques et donner
autant d’équations avec coefficients constants que de termes dans leur dévelop-
pement. Pour simplifier on pent ensuite négliger toute contribution d’ordre deux
ou supérieur en a par rapport au premier ordre.
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Pour le petit déplacement moyen u des atomes on obtient les équations (le choix
de N, M et L étant arbitraire, mais en négligeant les forces de volume) :

N M L
Yo anAMu+t G, A" graddiva + > mAtrotu=ii (3.30)

=0 n=0 n=>0

qui se réduit &
pAu+ (A + p) grad diva — gradz 4+ 5 A rotu = pi (3.31)
en prenant la relation constitutive

T = 2psymgrada + (A diva — 7)1 + 2nsymgradrotu . (3.32)

3.4.4 Le fluide de Kleitz

En 1866 Kleitz visa & I'dlimination de certaines simplifications courantes dans
la modélisation des fluides & son époque. En particulier il considéra fausse en
général 'hypothése, utilisée dans I'integration des équations du mouvemnent, gue
les lignes de courantes soient paralldles entre elles. Son point de vue revient sur
Pidée de Newton pour le vortex, qui avait conduit & Iécriture de la loi de Ia
viscosité pour chaque filet fluide et non pas pour l'ensemble du courant. Par
conséquent Kleitz écrit l'expression de gradv suivant un filet fluide, dans le
systéme de coordonnées curvilignes engendré par la trajectoire de la particule.
Les travaux des ingénieurs conternporains employant le modéle de Navier-Stokes
pour les calculs des écoulements des cours d’ean suivaient plutét Ia direction
inverse, en assignant éventuellement un coefficient de viscosité fonction de la
section du courant (of. [24]).

Par conséquent — et c’est 14 intérét majeur — Kleitz considéra le coefficient, de
viscosité fonction linéaire de la puissance des actions intérieures, ce qui introduit
des puissances d’ordre trois des dérivés de la vitesse dans la loi de comportement :

T = 2psymgradv — 1, (3.33)
ol ¢ est une fonction objective de v que I'auteur prend dans la forme

v = p{symgradv - gradv) = ¢; + ¢z symgradv - gradv . (3.34)

L’hypothése constitutive de Kleitz rappelle Ia critique de J. Bernoulli au modsle
newtonien du vortex {c¢f. [5}). Ce modele avait été établi en imaginant des
conditions d’écoulement trés ordonnées, notamment sans variations de volume;
'approfondissement de la réflexion sur le réle que la compressibilité du fluide
Jjouerait éventuellement sur sa viscosité demeurait nécessaire.

Les objections de de Saint-Venant 4 ce modle (d’abord rapporteur favorable &
PAcadémie, s'opposant ensuite & Papproche de Kleitz dans un long mémoire
faisant le point sur Phydrodynamique; cf [28] p. 655 et suivantes, p. 693
et suivantes) sont essentiellement hasées sur le rejet des hypothéses physiques
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qui conduisent 'auteur & supposer nécessaire 'introduction de termes d’ordre
supérieur et sur le doute d'utilité d’un modéle si compliqué. En outre, les termes
d’ordre supérieur introduits par la formule (3.34), déduite de 'hypothése que
la force entre deux molécules depend des puissances impaires de leur vitesse re-
lative, ne représentent pas un développement complet jusqu's lordre supérieur
fixé de la description moléculaire du mouvement.

La formule (3.33) proposée par Kleitz ne tient donc pas en égale consideration
tous les termes d’ordre supérieur au premier. Ce choix, légitime — si justifiée par
l'experience — dans la pratique de I'ingénieur, donne & Saint-Venant un argument
mathématique pour refuser le modéle.

Une deuxiéme objection soulevée par de Saint-Venant est due 3 l'usage de 'ex-
pression v, — v, = gradv{z,. — z.) pour la différence deg vitesses des deux
particules & et  qui échangent une action visqueuse (et donc trés proches);
Saint-Venant considére — 4 tort — cette expression dépourvue de généralité en
transformation finie.

Mais fondamentalement c’est I'idée de pousser l'approximation plus loin gue
dans les travaux de Navier qui semble effrayer de Saint-Venant :

« C’est avec raison que Navier et Poisson n’ont tenu compte gue des
premiéres puissances, tant des distances dans le développement des
vitesses relatives, que de ces vitesses elles-mémes, une fois évaludes,
dang le calcul des actions moléculaires ; ces actions n’ayant des valeurs
sensibles qu’a des distances excessivement petites. 8i I’on voulait ex-
primer les vitesses relatives réelles ou individuelles, et les actions,
aussi réelles, qui ont lieu dans les mouvements plus compliqués des
centaines de termes ne seraient pas de trop, et n'attendraient méme
ancun but, puisque ces mouvements, que nous appelons irréguliers,
changent d'un instant & lautre, et méme rapidement » {cf. [28)]
p- 695).

3.4.5 Le fluide de Levy

En 1868 Levy s’opposa aux suggestions dérivées de 'idée de Darcy {meodification
de I'expression du cisaiilement dans le fluide) sur la base du théoréme de Canchy
sur la symétrie du tenseur de contrainte (of. [28] p. 430). Le modéle qui’il proposa
se résume dans équation constitutive

]\7
T = 7wl + 2eq symgradv + 2 Z en A" symgradv (3.35)

n=1

avec IV € IN choisi aussi grand que nécessaire.

Ce modele fuf établi par Levy en exprimant la contrainte en fonction linéaire des
gradients de tous les ordres de vitesse et en imposant ensuite la condition d’iso-
tropie. Le méme résultat fut obtenu par Saint-Venant, rapporteur 4 1’ Académie,
par la théorie moléculaire, en poussant jusqu'a Pordre N le développement en
série de Taylor des vitesses relatives des particules en fonction de leur distance.
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En 1869 I'avis du rapporteur fut donc favorable : « Il n'est pas impossible que les
dérivées des vitesses, d'ordre supérieur au premier, aient une certaine influence »
(cf. [26] p. 589). Mais en 1872 de Saint-Venant remarqua que ce modele —
mathématiquement bien fondé au contraire de celui de Kleitz — nécessite la
détermination expérimentale de N+1 coefficients et qu'il est nécessaire d'imposer
un nombre égale de conditions aux bord, ce qui ne laisse pas d’espoir pour les
applications {¢f. [28]).

Des telles ohjections sont de nature générale, le modéle de Levy comportant des
équations aux dérivées particlles de degré plus élevé que le modele de Navier-
Stokes qu'il prétend améliorer, mais elles ne seraient pas justifiées si ce modéle
plus riche était nécessaire pour mieux représenter la réalité.

Sur ce point — essentiel — les arguments de de Saint-Venant semblent hasés sur
'échelle des distances & laquelle il imagine que Pétude des Auides doit étre fait ;

« D’abord, les analyses de ces deux auteurs [Kleitz et Levy] sup-
posent, disong-nous, que les mouvements effectifs des molécules sont
réguliers, ou que u, v, w représentent les vitesses réelles de chaque
malécule, Elles ne sauraient done s’appliquer lorsque les mouvements
sont tumultueux, et que u, v, w ne désignent plus que les vitesses
moyennes locales ou de transtation des centres de gravité d'éléments
finis : car les expressions qu'ils prennent pour représenter les forces
en fonction de u, v, w ne formeraient alors qu'une partie tout 4 fait
minime des actions résistantes se trouvant en jeu, la partie la plus
grande étant certainement due aux mouvements relatifs visibles s'ef-
fectuant avee les vitesses, souvent considérables, des portions tour-
billonnantes qui glissent brusquernent les unes contre les autres ».

L’opposition de I'Académie, motivé par de Saint-Venant, & ces deux essais fut
donc aussi basée sur la capacité de calcul limitée de I’époque : dans le sentiment
du rapporteur la mécanique doit résoudre de problémes, non seulement les poser,
et aucune solution ne pouvait étre poursuivie pour des fluides de Levy ou Kleiz
au XIX® si¢cle, d’autant plus si on envisageait des calculs étendus & des cours
d’ean.

3.4.6 Le solide élastique de de Saint-Venant

Suivant la suggestion de Levy, et la méthode de Navier et Cauchy, de Saint-
Venant proposa Pequation constitutive d'un type particulier de solide dlastique
isotrope, dans lequel le gradient du déplacement produit des contraintes sensibles
Jusqu’an sixieme ordre (of. [28]) :

3 3 3

T = Z €, A" divvI 4 2 Z em A™ symgradv + 2 prp AP ! grad grad divv.
n==() m=0 =1

(3.36)

Comme on 'a montré au §3.3, la méthode employée par Cauchy pour la dérivation
des équations d’équilibre d’'un systéme de molécules néglige toute écart du mou-
vement des particules par rapport an mouvement de déformation uniforme du
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milieu continu équivalent, bien que ces écarts soient, en pénéral, des fonctions de
la déformation imposée au bord du systéme de méme ordre que les allongements
moyens des dipbles. Cette limitation peut étre particulidrement négative pour
le résultat lorsque des gradients d’ordre supérieur doivent étre introdnits. Mais
Saint-Venant ne donna pas I'expression des coefficients de Péquation (3.36) dans
lesquelles 1a limitation en objet pourrait introduire des erreurs, tandis que la for-
mule (3.36) demeure valable, pouvant étre déduite de considerations d’isotropie
comme 1’avaif fait Levy pour son modele de fluide.

3.5 Conclusions

1l existe des questions de grande actualité dont la discussion était déja au centre
de Pactivité scientifique lors de I’établissement de la mécanique des milieux conti-
nus. Quelles sont les hypothése les plus faibles dans lesquelles on peut se placer
pour obtenir une description continue, A la Canchy, d'un systéme newtonien
de point-masses? Quelle est la fiabilité de cette description lorsqu’on étudie
des systémes s'éloignant sensiblement de la continuité apparente, soit pour leur
mouvement soit pour feur nature moléculaire 7

Dans 'étude de certains phénoménes, comme par exemple les films supercon-
ducteurs, on considére aujourd’hui des applications de la mécanique des miliewux
continus & i’échelle de quelques pas atomiques (cf. [20]). Quel est alors le pas-
sage gui permet ’écriture en terme de flux surfacique de quantité de mouvement
des quelques actions & distance échangées entre atomes de part et d’autre d'une
coupe du film dans son épaisseur 7 Quel est le modéle tridimensionnel et comment
doit on s’y prendre pour éeriture de 'équation d'équilibre du film normalement
4 son plan (nécessaire, par example, pour 1'étude des effets du collage du film
sur un suppor} ayanl un pas atomique différent) 7

A partir de la fin des années 1940 des modeles de matérian non-simples ont été
proposés et appliqués en mécanique des fluides et des solides (of. [108, 107, 106]).
L’approche générale & ce probléme, présentée par exemple par Truesdell et Noll
(cf. [105]), comsiste dans 1'écriture dune loi de comportement de la contrainte
qui fait appel & plus d’information que la simple valeur locale du gradient de
la transformation. S’il suffit de tenir compte dans cette loi de comportement
de la valeur locale des gradients successifs de la transformation, on obtient des
modeéles de matériaux non-simples.

Les propositions de Cauchy, Kleitz, Levy et de Saint-Venant présentées dans
la derniére partie de ce chapitre représentent vraisemblablement les premiers
essais dans cette direction. Comme les arguments soulevés dés le premier débat
le démontraient, il g'agit d’évaluer la contrainte — un concept typiquement lié
aux échanges & travers les surfaces, c’est 4 dire au contact ~ dans des conditions
qui requiérent la prise en compte des gradients supérieurs au premier du champ
de déplacement ou de vitesse & cause, essentiellernent, de I’étendue de Paction
intermoléculaire. L’opposition de de Saint-Venant & la position méme d'un tel
probléme doit, on imagine, se résoudre dans un processus de limite, qui puisse
mettre en évidence dans quelles conditions existence du tenseur de contrainte
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garde encore un sens bien que les interactions se fassent & des distances non
négligeables (dont la longueur caractéristique rentrerait dang le modele par le
biais du second gradient de la transformation). Au dela de la légitimité d'une
formulation purement continuiste da probléme, la question des rapports de telles
théories avec le modéle moléculaire demeure inexplorée.

Une formulation alternative & [105], proposée par Edelen et Laws (¢f. [33]) et
développée aussi par Eringen {cf. [34, 36, 35]), se base sur écriture d'un résidu
non-local dans l'équation d’éguilibre de Cauchy, exprimant une force équilibrée
interne dont la valeur en un poin est une fonctionnelle du chatnp de déplacement
sur I’'ensemble du corps. La non-localité de Paction interne devient alors éventuel-
lement encore plus forte que dans le cas des matériaux non-simples de [105] (Ia
relation entre les deux classes de théories a été étudide dans [17]), mais on doit
rechercher la réponse & la méme question : dans quelles hypothéses doit-on au
moins se placer afin d’assurer 1'existence de la contrainte 7

La réponse & ces questions demande un travail de nature théorique, le cadre phy-
sique de référence étant toujours essentiellement lo méme que pour les mécaniciens
du début du XIX® sidcle. Clest par D'analyse des questions déja soulevées 3
P'époque et parfois oublides, des démarches suivies et des approximations ac-
ceptées que, comme dans le cas des relations de Cauchy présentées dans la
deuxiéme partie de ce chapitre, on peut trouver les directions dans lesquelles
il faut creuser pour sortir des réponses.
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